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Funkcje
trygonometryczne

Mont Saint-Michel [ezyt. ma se miszel] w czasie odplywu. Podnoszenie si¢ | opadanie poziomu
oceanow jest zjawiskiem powtarzajacyvin sie okresowo.

Omawiane w tyvin rozdziale funkcje trygonometryczne moga stanowic¢ model
stuzacy do opisu niektérych zjawisk powtarzajacych sig okresowo. Na rysunku
ponizej przedstawiono wykres jednej z funkeji trygonometrycznych - funkeji
sinus. Wykres ten nazywamy sinusoida.

P P T e i 4
4 —vﬁ —%\_/Ilﬂ Uﬂ' 3}\/’){




Warto powtorzyc

Funkcje trygonometryczne kata ostrego w trojkacie prostokatnym

Jesli a jest katem ostrym tréjkata prostokatnego. to
sinusem kata o nazywamy stosunek dlugosci przypro-
stolkatne] lezace) naprzeciwko tego kata do diugosci
przeciwprostokatne;j.

sina = :i

Cosinus, tangens i cotangens kata a definiujemy nastepujaco:

cos = -b ooy = 2 ctg o = -h
.: h L i & A - ; ¥ .
e | g h f‘l i1

Wartosci funkeji trygonometycznych nie zaleza od wielkosci rozpatryvwanego
trojkata. a jedynie od kata a.

Podane w tabeli wartosci mozna wyzna-

; ; 7 ; & 30" 45° GO”
czye, korzystajac z ponizszych rysunkow.

: 1 5 &
sin o 3 e v

: /3 2 1

o, 1 COS & o o :

V3 :
tg o 22 | V3

15 /<

l.l'a_

o ! '.._.{

1 ctg o V3 1 -

1. Podaj wartosci funkeji trygonometrycznych katow ostryeh trojkata pro-
stokatnego o podanych przyprostokatnych.
a) 3, 4 b) 9, 12 ¢) 5,12 d) 1.2

2. W trojkacie prostokatnym dana jest dlugosé przeciwprostokatnej ¢ oraz
sinus kata ostrego a. Oblicz dlugosci przyprostokatnych.

a) ¢= 10, sina = 2 b) ¢ = 25, sina = 0,28

cn|

3. W trojkacie prostokatnym dany jest tangens kata ostrego a oraz dlugosé
boku a lezacego naprzeciwko kata a. Oblicz obwod tego trojkata. Wyznacz
sitLer 1 cos o,

a) tga=24,a=10 b)tga=z,a=2

1
3 b

@ 4. Uzasadnij. ze miedzy funkcjami trygonometryeznymi kata ostrego a za-

— 10

chodzi podana zaleznosc.

. D COSs x
a) sin®a +cos’a =1 d) ctga = =
5100 o

bh) tea-ctea =1 e) 14+tefa = -

) 5 5 } T g cos?

S1IL 6% “

c) tea= Y 1+ctetaxr = .

) & COS 0¥ } + 5 sin® o

1. Funkeie trygonometryczne



*1.1. Funkcje trygonometryczne
dowolnego kata

Rozpatrujemy katy nmieszczone w ukladzie wspoélrzednych w ten sposab. ze
poczatek ukladu jest wierzcholkiem kata, a jego ramie poczatkowe zawiera
si¢ w dodatnie] polosi OX. Kat jest odlozony od ramienia poczatkowego do
konicowego w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara oraz moze
przyvjmowac¢ miare od (° do 360°.

}}'i

3

6

}-' A

135"

¥

3307

@

@

iy

:"'"-:u

Niech P(rx,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku ukladu wspél-
rzednych. lezacym na ramieniu koncowym kata ostrego a. Wtedy:

?‘111 (x = IFE‘:, tgﬂ' = j:j-— [i{-' 3& [}J }*; i
ctga == (y#0)

gdzie r = |OP| =

£

2 + 42 0 rX

&
COSx = —,
g

Cwiczenie 1
Do ramienia koncowego kata o nalezy punkt P. Narysuj ten kat i oblicz war-
tosci jego funkeji trygonometrycznych.

a) P(4,3) b) P(2,3) ¢) P(\/5,2) d) P(1,2v2)

Podane powyzej wzory w klasie 11 postuzyly do zdefiniowania funkcji trygono-
metryeznych kata wypuklego a € (07; 1807). Definicje te mozemy rozszerzy¢
na dowolny kat a € (07;360°).

Na rysunkach ponizej ramie koncowe kata lezy odpowiednio w II, III i IV
¢wiartee ukladu wspdhzednych.,

¥ Y b
Py—-u
INT
: G L T O ¥ T
0 X /0 X o\ | X
| /T T\ |
Py—y yl—-\P

1.1. Funkcie trygonometryczne dowolnego kata
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Definicja
Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku ukladu
wspolrzednych, lezacym na ramienin koficowym kata o € (07; 360%). Wtedy:

Siﬂﬂ=%1 tgﬂ=-§ (x # 0), P VA
COS(r = :— ctga = JE (y # 0), (s = 3
T 0
sdzie r = |OP| = % + y°. ;E- 0 X

Uwaga. Kazdy ze stosunkdw: £, £, L £ zalezv wylacznie od polozenia ramienia
% ? |r = w

r? ! ox

koncowego kata, a nie zalezy od wyboru punktu P. Nie okreslamy wartosel funkeji
tangens dla 90° i 270" oraz funkeji cotangens dla 07, 180" i 360",

Przykiad 1 L]
Do ramienia koncowego kata a nalezy punkt P(3.—4). Lt ﬂ
Oblicz wartoscl funkeji trygonometryeznych tego kata. 0 1 X
tga=4= —El ctga = i = _‘%- : o
.I_.:\/32_|_(_4}2:\/%:5 e PR
siN O = -%., COsS 0 = 3} T4l Pt

Cwiczenie 2
Do ramienia konicowego kata a nalezy punkt P. Przedstaw ten kat na rysunku
i oblicz wartogci jego funkeji trygonometrycznych.

a) P(—4.3) b) P(8,—06) ¢c) P(—1,-3) d) P(—2,—6)
Przykiad 2
Oblicz wartosei funkeji trygonometryeznych kata 210°.
Zauwazmy, ze 210" = 180" + 307, Y1
Rozpatrzmy trojkat POA o katach 307, 607,
90" i boku |OP| = 1 (rysunek obok), wowezas: A 00" | 007
|AP| =1, |40|= £ - 3710 X

Zatem punkt P nalezacy do ramienia konco-
wego kata 2107 ma wspohrzedne (—%Eﬁ—%).. &
a stad;:

sin210° = —1, c0s210° = -4, tg210° = ¥, ctg210° = /3

Cwiczenie 3
Oblicz wartosci funkeji trygonometryeznych kata: a) 1357, b) 2257, ¢) 300°.

1. Funkcie trygonometryczne



W zaleznosci od tego, w ktore) ¢wiartce ukladu wspdélrzednych polozone jest
ramie koncowe kata o, wartosci: sina, cosa, tga i ctga sa dodatnie lub

ujemne.

Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze:

a) sina > 0 dla o € (07; 180°),

b) cosa > 0 dla @ € (07;90") U (2707; 3607),
¢) tga > 0dla a € (07;90°) U (1807 270°),
d) ctga > 0 dla o € (07;907) U (1807 2707).

Zadania

dla o € (907; 180°) 1
sina > ()
coso < U
b ey < 0

o .
ctgoa < U

dla e € (07:907)
sinex > (I
cosa > U

tg e > 0
ctga >0

dla o € (180°;2707)
sima < ()
cosa < 0
g > 0

clga > 0

dla & € (2707; 360°)
sina < 0
cosa > 0
tgor < 0
ctga < ()

1. Do ramienia koficowego kata a nalezy punkt P. Oblicz wartosci funkeji

tryvgonometrycznych tego kata.
a) P(5,12) b) P(—5,—12)

Uzasadnij, ze jesli punkt P(x.y) na-

lezy do okregn jednostkowego o srod-

ku O(0,0) oraz lezy na ramieniu

kata a, to: r = cosa, y = sina.

Na rysunku obok przedstawiono
okrag jednostkowy o §rodku O(0,0)
oraz zaznaczono punkty: P, .... P
a) Podaj miare kata «;, do ktorego
ramienia koncowego nalezy punkt
Bodlas=0:1,...47:

b) Przerysuj ponizsza tabele do ze-
szytu i ja uzupelnij.

€y 0~ 45° 90" 135"
sinee ’ 7 RN / _. i
cosar |/ 4 | ,-?:. s 7
wa V000 < U8
ctg o X /7 “; - iy iy

c) P(v3,~1)

d) P(—v3,-1)

Okrag o promieniu 1 nazywa-
my okregiem jednostkowym.

Y4
fiy 5 Pﬂ(“' j'}
Pﬂ(_iﬁé' iig') 3 o3
(7 F)
P 5
Pi(~1.0) e
0 Py(1.0) X
3 _ 3
Rﬁ(““g-*jﬂ_ﬁ) P?('ET i
Py(0, —1)
180° | 295° | 270° | 315° | 360°
W 7 ? RN
9 9 B b
b4 o i _ ?- .*ﬁ' W

1.1, Funkgje trygonometryczne dowolnego kata
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4. Oblicz.

a) sin” 315 + cos? 135° b) tg 135° — tg 225° ¢) sin225° 4 cos® 315°
5. a) Na okregu jednostkowym o srodku ¥ 4
w poczatku ukladu wspoélrzednych P, B*{{}rég ( 1 ﬁ)
# 2 ¥

zaznaczono dwanascie punktow wy- .

. . . Fs v p (a3 L
E]J&I'_'Eﬁll}'('.-h Przez rafiona koncowe ‘ = I\"9°1 5
katow, ktorych miary sa wielokrot- 30" .
nosciami 30° (rysunek obok). Podaj ' ' Py(1,0) X
wspolrzedne punktow: Py..... . Py
b) Przerysuj ponizsza tabele do ze- Pia
szvtu i ja uzupelnij. o

v 30" G~ 120° | 150° 210° 24 | 300° 330"
sina U L s
coma VAT —B s 7
e = ¥ L T
ctge VR —/3 ‘? (1 ': 7 W

6. Oblicz.
a) sin® 300° 4 cos? 150" ¢) cos330° + tg 120° tg 330°

J cos 120° tg 150° lJ' cas? 150° tg 210° tg 135°

sin® 330° tg 210° sin® 1507+ cos? 210°

7. W ktorej éwiartee ukladu wspolrzednych lezy ramie kohicowe kata e, jesh:

a) sina >0 i cose < 0, ¢) sinae<0 1 tga>0,
b)tga<0 i cosa >0, d) cosa <0 1 sinacosa > 07

8. Punkt P(Vﬁ:"ﬁ? ﬁﬁzﬁ) lezy na ramieniu koncowym kata 15°. Oblicz
sina i cosa, jezeli:
a) o = 165°, b) a = 195°, ¢) o = 345°, d) a = 75",

9. Osmiokat foremny wmieszczono w ukla- & i
dzie wspolrzednyeh tak jak na rysunku
obok. D A i

. . a X

a) Oblicz dlugosc¢ boku tego odmiokata. ) P(1,0)
b) Oblicz wartosei funkeji trygonome- E o
trveznyeh kata PO A oraz kata POC. £ G

EE— 1. Funkcie trygonometryczne



*1.2. Kat obrotu

W zyciu codziennym czesto
spotyvkamy przyklady obrotow,
np. obrot kola roweru, kola sa-
mochodu czy obrot wskazowek

ZegAarsl.

Niech poélprosta OA pokrywa
sic z dodatnia polosia OX
ukladu wspolrzednych. Katem

obrotu AQL nazywamy kat, o jaki nalezy obro-
ci¢ pélprosta OA wokdl punktu O, aby pokryvla
sie ona z polprosta (O B. Polprosta OA nazywamy
ramieniem poczatkowym kata obrotu. a polprosta
() — ramieniem koncowym.

Uwaga. Zamiast kgt obrotu” bedziemy krotko mowié Jkat” .

Przyjmujemy, ze:

dodatni

B \I{iﬂﬂllli:‘l{
obrotu

Q’/ﬂ X
ujermny
‘/ kierunek

obrotu

» dodatni kierunek obrotu jest kierunkiem przeciwnym do ruchu wskazowek

zegara,

» ujemny kierunek obrotu jest kiernnkiem zgodnym z ruchem wskazowek ze-

gara.

y

].-' [

A 1507

Yt

A

O A X

Pélprosta OA
o 307 wokdl punktu O po-
kryje sie z pdlprosta OAq.

po  obrocie

A

O A X

Polprosta OA po obrocie
o 1507 wokdt punktu O po-
kryje si¢ z polprosta OAs.

Y

A X
As

Polprosta QA po obrocie
o 2107 wokodl punktu O po-
kryje sie z polprosta OAs.

By Y

@ —30° X
B

Pétprosta A po obrocie
o —30° wokdl punktu O po-
kryje sie z polprosta (B,

Potprosta A po obrocie
o —15007 wokdt punktu O po-
kryje sie z polprosta OBa.

A Ca

N

Polprosta (2A po obrocie
o —210° wokdl punktu O po-
krvije sie z polprosta OB5.

1.2. Kat obrotu
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Przyktad 1
Rozpatrzmy kat AOB przedstawiony na rysunkn obok. Pol-
prosta OA pokryje sie z pélprosta OB nie tylko po obrocie
wokol poezatku ukladu wspolrzednyceh o kat 457, ale rowniez
po obrocie na przyklad o katy:
360° 4 45° = 405° (—=1) - 360° 4+ 45° = —315°
2 - 360° + 45° = T65° (—2) + 360° + 45° = —675
V4 y VA

a ([

}-' &

O

: L
QP/&:&J& Q)A

360" + 45 2 + 360" 4- 45 (—1) - 360" + 45°

GRS

(—2) - 360" + 45

Ogélnie, aby polprosta OA pokryla sie z polprosta B, nalezy obrécié ja
wokol poczatku ukladu wspolrzednyeh o kat réwny k- 360° 4457, gdzie k jest

dowolna liczba calkowitsa.

Katy o mierze k- 360" + 45", gdzie k € Z, maja wi¢e wspolne ramie koncowe.

Cwiczenie 1

O ktore z podanych katow mozna obrocié polprosta O A.
aby pokryla sie ona z polprosta OB (rysunek obok)?
3907, 750°, 11007, 1470°, —330°, —690°, —1050°, —1400"

Cwiczenie 2

Y}

B

S0

)

Podaj przyklady trzech katéw, ktoryeh ramie koncowe pokrywa sie z ramie-

niem koncowyvm kata c.

a) o= 80 b) a = 560" ¢) o= =5

Przyktad 2

d) «

= —320°

Zapisz miare kata w postaci k - 360" + «, gdzie a € (0°;360°) oraz k € Z.

b) 730°10" = 2 - 360 + 107 1/

Cwiczenie 3

('} _?ﬂ” — —2 : JG.:] + g”
d) —1080° = —3 - 360° + 0

Zapisz miare kata w postaci & - 360° + o, gdzie a € (0°;3607) oraz k € Z.
g) —710°15'
h) 630720

a) 850° ¢) —695 ¢) 1439°3(/
b) 1413° d) —3590 f) —1079°25

1. Funkcie trygonometryczne



Definicje funkeji trygonometrycznych podane w poprzednim temacie mozna
nogdlnic na dowolny kat a + & - 3607, gdzie o € (0°; 360°) oraz k € Z.

Dla kata a + k - 360° takiego, ze o € (0°:360°) i k € Z, defininjemy:
sin(a + k - 360°) = sina
cos(a + k- 360°) = cosa
tg(a + & - 360°) =tga dla a # 90° i a # 2707
ctg(a + k- 360°) = ctga dla a#0° i a # 180°

Przyktad 3
Oblicz wartosdei funkeji trygonometryeznych kata 420°,

4207 = 60° + 360", zatem:

':, i
cor. O R /3 N— - - ) A
sin 42()" = sin 60° = ¥ tg 420° = tg60° = /3 \‘/

I

cos420° = cos 60" = 1 ctg 420° = ctg 60° = £

Ramie koncowe kata 4207
Przykiad 4 pokrywa sie z ramieniem
a) sin 750" = sin(2 - 360° + 30°) = sin 30° = 3 koiicowym kata 60

b) tg(—1035") = tg(—3 - 360" + 45°) = tgdd’ =1

Cwiczenie 4

Oblicz.

a) sin405° ¢) sinl1110 e) tg 1500° g) cos(—6907)
b} sin 780° d) tg 765 £) tg(—330") h) cos(—13957)
Zadania

1. Zaznacz w ukladzie wspolrzednych polozenie ramienia koncowego kata o,
a) & = 315" ¢} a=57i° @) o = —2130
b) a = —120° d) a = —1305° f) a= 4260

2. Zapisz w postaci a4+ k- 360°, gdzie &k € Z, miary katow, do ktorych ra-
mienia koncowego nalezy punkt P(1,—1).

3. Polprosta OA po obrocie o kat o pokryla sie Yy | |
z polprosta OB (rysunek obok). Wyznacz ten I(J e G

kat, jesli wiadomo, ze:
a) a € (0°;360°), ¢) a € (1080°; 1440°),
b) e € (360°;,720°), d) a € (—1080°; —720°).

1.2. Kat obrotu
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- 10

10.

11.

12,

Do ramienia koficowego kata o nalezy punkt P(3.3v/3). Wyznacz ten kat,

jeshi wiadomo, ze:

a) a€ (0°:3607), b) e € (1080°%;1440°), ¢) a € (—360°:0°),
Czy punkt P(—+/3.1) nalezy do ramienia koncowego kata o7
a) o = 150° ¢) o= 510° e) a=2310°
b) a« = —210° d) a = —-930° f) a=-1210°
Oblicz.
a) sin(—330") @) cos 1140 i) tgl(—7207) m) tg 495°

b) cos(—6757) f) tg(—6607) j) cos(—1080") n) cos855
¢) sin 840" g) sin810 k) sin 630" 0) cos(—4957)
d) teg(—3007) L) cos900° ) tg(—1807) p) etg 750¢

Wyznacz kat o taki, ze:

a) sina = é i« € (3607;4507), d) tga= -1 1 a € (360"; 540%).
b) sina =1 i a€ (1080%1170°), e) tga=— i a € (720°900°).
{’) COsx = :If 1 o E (?QU‘.BIU), f} t!};’{} — Vﬁ 1 @ & (_36[}:: _2?[}:].

Podaj. dla jakich katow a:
a) sina =0, b) cosa =0, ¢) tga =0, d) etga =0,

Oblicz sume miar wszystkich katéw z przedzialu (07; 5007), ktéryeh ramie
konicowe jest zawarte w wykresie funkeji f.

a) f(z) =—x b) f(x) = V3

Czy wartos¢ podanego wyrazenia jest liczba calkowita?

cos 30" 4+ cosB0” 4+ cos DO + ... + cos 870" + cos 900"

Wskazowka minutowa zegara ma dlugoseé
10 em. Oblicz, jaka droge przebedzie punkt
na koncu tej wskazéowki w ciggu:

a) godziny, b) 250 minut, ¢) doby. d) roku.

Wskazéwka godzinowa zegara jest o 25% krét-
sza od wskazowki minutowej. Punkt na koiieu
wskazowki minutowej przebyl droge 36 cmn. Ja-
ka droge w tym samym czasie przebyl punkt
na koneu wskazowki godzinowej tego zegara?

1. Funkcie trygonometryczne



*1.3. Miara tukowa kata

& Yt Y

N P

Qj X 3 X~ O

Kat pelny

Kat polpelny

Miare kata zwykle podajemy w stopniach. Gdy potrzebna jest wieksza do-

Kat prosty

X

Mierzenie kata w stopniach,
minutach i sekundach wprowa-
dzili starozytni Babilonczycey.
Uzywali oni szesédziesiat kowe-
oo systemu zapisu liczb,

kladnosc. poslugujemy sie minutami oraz sekundami.

Aby podaé¢ miare kata. mozna, oprocz miary stopniowe], wykorzystac:
» miare lukowa — jej jednostka jest 1 radian (kat pélpelny ma = radianéw);
= miare gradusowa — jej jednostka jest 1 gradus bedacy ‘“;J kata pelnego

(miara uzywana w geodezji);

= tysiaczne artylerviskie — jej jednostka jest 1 tysiaczna artyleryjska bedaca

l
L0

promienia r tego okreg.
diugosé luku

Y= e
promien okregu

o
=

radiana (miara uzywana w wojskowosci).

Rozpatrzmy okrag o srodku w wierzcholku kata av.
Miara lukowa kata o nazywamy stosunek dingosci
luku [, wyznaczonego na okregu przez ten kat, do

Jednostka miary lukowej jest radian. w skrocie piszemy: rad.

Miary lukowe kata pelnego, polpelnego i prostego sa rowne:

e kat pelny: Exﬂ = 2 [rad], Y Y4 Yt
L e =

¢ kat pdlpelny: 2 ?T' = 7 [rad], / 2 ///} } } -

WSO Q/x of X of X
o kat prosty: —— = = [rad].
Cwiczenie 1 6
Podaj miare lukowa kata AOB. jesli: fff ;

b /

a) r=4, =86, ¢) r=3, I =% (rysunek obok), ' o| T /A ¥
byr=4%, I=% d)yr=2 I=m .

1.3. Miara lukowa kata
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Zauwazmy, ze miara tukowa kata nie zalezy od dlu- Y|
goscl promienia okregu, gdyz *=4= (rysunek obok).
Zatem wygodnie jest poslugiwac sie okregiem jednost-

kowym. Wowezas: 0

Miara tukowa kata jest réwna dlugosdei tuku, jaki ramiona tego kata wy-
znaczaja na okregu jednostkowyimn o srodku w wierzcholku kata.

Kat ma miare 1 radiana (1 rad), jesli luk wyznaczony przez ten kat na
okregu jednostkowym ma diugosé 1.

Kat pelny ma miare lukowa 27 radianéw, zatem: }_ i
e
J60 180" e e g
| rad = = & BTaY = 5T°1% 5
2T i ,f 1 rad| X
natomiast: \ () j' 1
5 & - \ /
}2 = . rad = T racd S

Uwaga. Kiedy podajemy miare fukows kata, zwycezajowo pomijamy nazwe jednostki.
Zamiast: kat o mierze 27 radianéw. 5 radianow czy 3 radianéw” mowimy krotko:
kgt o mierze 2w, 5, 37,

Przyktad 1 Aby wyznaczyd miare lukowa kata 1207,
a) Podaj miare lukowa kata 120°, mozemy rowniez skorzystad z proporcji:
120" __
290° — 190 . 7% 2 3605~ 2w
120° = 120° - £ = 27 s
d _{iql|_ 3 T'lm

b) Podaj miare lukowa kata 1140°.
1140° = 1080° 4+ 60° = 3-360° + 3 - 180° =3- 27+ g -7 =637

Cwiczenie 2
Podaj miare tukowa kata.
a) 30 b) 45° c) T2° d) 78O e) 11°15

Cwiczenie 3
Podaj miare kata w stopniach.

a) =m b) 27 ¢) i d) B ) Er

W radianach bedziemy rowniez wyraza¢ miare kata obrotu. Niech o 1 o beda
miarami tego samego kata wyrazonymi odpowiednio w stopniach i w radia-
nach, przy czym aq € {0°: 360°). Dla dowolnej liczby k € Z zamiast k-360°+a
mozemy pisa¢ 2km 4+ o,

1. Funkcie trygonometryczne



Przykiad 2 Wartosei funkeji trygonometryeznych kata o

a) Oblicz cos %ﬂ_ i kata o + 2kn, gdzie k € Z, sa réwne.
{GHE:?T —{GEE—-T—(UH(?W-I— Tr) = €08 ll?r cosdd” = f
b) Oblicz tg(—< 7).
t.g(—%ﬂ} = tg{—-‘l:'r + ig?r) = tg %?r = te 60" = \/E
Cwiczenie 4 a | 2| %]z
. ¥ S 4 3

Przerysuj do zeszytu przedstawiona obok tabele i ja |
uzupelnij. a nastepnie oblicz: siney (/4% !

sin £, d) sin &7, g) cos(—L27), S %1 7/ i/
b) tg ¥, e) sin(—4w), h) cos(—Lin), ge L/t ! | ?
¢) tgtim, f) cos(—37), i) sin(—=w). ciga VIR
Zadania
1. Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

Miara kata [°] 5° | 10° Vo 36° Vi nba ] 225° | 315° | )

Miara kata [rad| 91 2 5 W

5x
=

—
—
P

i

l? Fr} $ lI

2. Na rysunku ponizej przedstawiono dwie miary katow: stopniowa i lukowa.

Przerysuj go do zeszytu i uzupelnij puste miejsca.

|

f
i
3

g} 0" GO 1207 @ @ @
® © ®

w i @D @ @ Q

90~ 105°

O 0 0 O

3. Podaj miare lukowa kata.

kbl o
&

a) 20° b) 815° c) 765° d) —420° e) —1100°
4. Podaj miare kata w stopniach.
a) %:'T b) %’ﬁ' c) %?T d) —%‘ﬁ' e) —%W

5. Oblicz.

a) sin g7 b) cos

-1

T ¢) cosiim d) tg(—2

3

m)

e) sin(—+2w)

1.3. Miara lukowa kata
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*1.4. Funkcje okresowe

Na zdjeciach powvzej] przedstawiono kolejne fazy Ksiezvea: od pelni do nowiu. Pelny evkl
zmian faz Ksiezvea trwa Srednio 29 i pot doby.

pelnia

100

0%

29.5 ot 88,0 CEAS :r_: 1‘-"1.'!':-}
Na schematyeznvm wykresie powyzej] pokazano, jaki procent tarczy Ksiezyea jest widoczny
z Ziemi w kolejnych dniach evklu.
Definicja
Funkcje f okreslona na zbiorze D nazywamy okresowa. jesli istnieje liczba
T # 0 taka, ze dla kazdego argumentu @ € D i dowolnej liczby calkowitej k:
x4+ kT € D oraz f(x+ kT) = f(x)

Liczbe T nazywamy okresem funkcji.

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkeji okresowej. Jej dziedzing jest
zbior liczh rzeczywistych. Okresem tej funkeji jest dowolna liczba calkowita
rozna od zera, Liczba 1 jest najmniejszym

okresem dodatnim tej funkeji. i

Najmniejszy okres dodatni funkeji (jeshi

istnieje) nazywany jest okresem podsta-
wowym albo zasadniczym. @ | 3

st |

Zwroc uwage, ze jesli T jest okresem funkeji f, to kazda liczba k- T, gdzie k jest liczba
calkowita rozna od zera, tez jest okresem tej funkceji.

Cwiczenie 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji
okresowej f: R — R. Podaj okres podstawowy
tej funkeji oraz wartodci f(100) i f(HJH%}.

1. Funkeie trygonometryczne



Przykiad 1 L S
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- : :

cji okresowej f: R — R o okresie podstawo- NI AL .'
wym 7" = 5. Oblicz f(101) i f(—96). / TR |
B EEETERE

f(101) = f(20-5+1) = f(1) =3 )
Dla funkeji f mamy:
f(—96) = f(—20-5+4) = f(4) =1 f(a) = fz+5) = f(z+2:5)=...

Cwiczenie 2
Na rysunku przedstawiono wykres funkeji okresowej f: R — R. Odczytaj
z wykresu okres podstawowy tej funkeji. Oblicz f(—11). f(&ﬂ%} i f(103).

a) b)
O 2 R T S A S O S

N EREERRE: .4 5_0.% ES

Zadania

1. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji okresowej f: R — R o okresie T,
Oblicz f(33), f(42) 1 f(—48).
a) T=4

Lt pd bob]

@ 2. Uzasadnij. ze funkcja stala f(z) = ¢ dla kazdego @ € R jest funkeja okre-

sowd, ale nie istnieje dla niej okres podstawowy.

3. Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkeji okresowej f: R — R
o okresie T' = 4. Naszkicuj wykres tej funkeji dla @ € (—6;10).

| T h} Yt i ¢) | Y

1.4. Funkcje okresowe
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8.

1.

Naszkicuj wykres funkeji okresowej f o okresie T' = 2, jesli wiadomo, ze
w przedziale (—1:1) pokrywa si¢ on z wykresem funkeji g.

a) g(x) = |z b) glz) == ¢c) glz)=1—-2x2% d) g(z) =2*- 20

Naszkicuj wykres funkeji okresowej f o okresie T' = 4, jesli wiadomo, ze
pokrywa si¢ on z wykresem funkeji g(z) = |& — 1| — 2 w przedziale:

a) (—1:3), b) (0;4), c) (—2;2), d) (—4:0).

Na rysunku przedstawiono wy- - v

kres funkeji okresowej f: R — R
o okresie T' = 4.

a) Oblicz smme wszystkich roz-
wiazah rownania f(z) = 1 nale-

zacych do przedziatu (0:20). ol 1 [ %
b) Oblicz sume wszystkich rozwigzan réwnania f(r) = 4 nalezacych do
przedzialu (0; 400).

Niech [x] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wigksza od . Naszkicuj
wykres funkeji f(x) = 2 — [#] i podaj jej okres podstawowy.

Czy wiesz, ze...

Sygnaly swietlne wysylane przez latarnie morskie powtarzaja sie¢ okresowo.
Charakterystyka swiatla wysylanego przez latarnie morska w Gaskach kolo
Mielna: swiatlo — 2,5 s, przerwa — 1.2 s, Swiatlo — 2,5 s, przerwa — 1,2 s,
Swiatlo — 6.4 s, przerwa — 1,2 s (okres — 15 s).

L

1

0 15 30 czas [s|

Wartoséé 1 odpowiada swiatlu, U odpowiada przerwie.

Naszkicnj schematyczny wykres przed-
stawiajacy charakterystvke swiatla wy-
sylanego przez latarnie morska:

a) w Hehn: swiatlo — 5 s, przerwa — 5 s
(okres wynosi 10 s),

b) w Krynicy Morskiej: swiatlo — 2 s,
przerwa — 2 s, swiatlo — 2 s, przerwa —
6 s (okres wynosi 12 s).

Latarnia morska w Gaskach

Funkeie trygonometryczne



*1.5. Wykresy funkcji sinus i cosinus

Funkcje trygonometryczne mozemy traktowac jako funkcje zmiennej x, gdzie
r jest dowolng liczbg rzeczywista bedaca miara pewnego kata wyrazona
w radianach. Wowezas dla kazdego @ € R mamy: sin(x 4+ 27) = sinx oraz
cos(x + 27) = cosx. Zatem sinus i cosinus sa funkcjami okresowymi o okresie
T = 27. Mozna wykazac, ze jest to ich okres podstawowy.

Dla kazdego x € R: sin(z + 2k7) = sinx. gdzie k € Z.
Dla kazdego x € R: cos(x + 2km) = cosx, gdzie k € Z.

B Wykres funkcji sinus
W tabeli podano wartosci funkeji f(z) = sina dla wybranych argumentow
z przedzialu (0; 27).

1 1 1 I 2 3 3] T o 4 . 5 7 1.1 e
i 1 ) r_..?f —Ii'r _iJT Zn Eﬂ —Ih' Eﬂ T I.—_.iﬂ' Iﬂ' EJIT ETI- Eﬂ- _—lﬂ o T T
: 1 | ¢2 | 43 W3 | ¥2 | 1 B0 A % N f T T . 1 3 I
sinee | () = ) 5 1 g 5 5 i = 5 5 1 3 5 7| @

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f(z) = sinx dla 2 € (0; 27).
Przyblizone wartosci funkeji sinus dla - Y fcd
innych argumentéw niz podane w ta-

beli mozemy obliczyé, korzystajac O
z kalkulatora, lub odeczytac¢ z tablic

: k i 71 .
wartosci funkeji trygonometrycznych.

Aby otrzymad wykres funkeji f(z) = sinz dla * € R. mozemy skorzystac
7 okresowosci te] funkeji. Wykres funkcji sinus nazywamy sinusoida.

Wybrane wlasnosci funkeji f(z) = sina:

o Dziedzing funkeji f jest zbior liczb rzeczywistych,

» Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial (—1:1).

e Funkcja f jest funkeja okresowa o okresie podstawowym T = 27.

« Funkcja f wartosé 0 przyjmuje dla @ = b, gdzie k € Z.

« Funkcja f wartos¢ najwigksza 1 przyjmuje dla @ = § + 2kn, gdzie k € Z.

» Funkcja f wartosé najmniejsza —1 przyjmuje dla = = 2F + 2kn, gdzie k € Z.

1.5, Wykresy funkcji sinus i cosinus



— A5

jest wiec ponizsza wlasnosc.

Srodkiem symetrii wykresu funkeji f(x) = sina jest kazdy punkt o wspolrzed-
nych (km, 0), gdzie k € Z. W szezegdlnosei jest nim punkt O(0,0) - prawdziwa

(@) = sinx

Dla kazdego x € R: N X

sin(—z) = —sinz

Cwiczenie 1

: i e B A it B A
a) Podaj wartos¢ sin(—757), jesli wiadomo, ze sin 75" = &%u’
b) Podaj warto$¢ sin 157, jedli wiadomo, ze sin(—157) = £228,

Osia symetrii wykresu funkeji f(x) = sin z jest kazda prosta pionowa okreslona
rownaniem r = % + k7, gdzie k € Z.
W szezegdlnosci jest nig prosta x = 7,

prawdziwa jest wiee ponizsza wlasnoscé,

Dla kazdego = € R:

sin(w — &) =sinax

Przyktad 1
a) Podaj te argumenty x € (0;2m), dla b .
ktorych funkeja f(x) = sina przyjmuje 1 i ific
wartosc -?'j

i . . ]_ b
Z wykresu funkcji f(r) = sinz odezy- G . 5|
tujemy., ze rownosc sinaz = Tia' zachodzi sl ik pin
dlar=Zforazdlar=m—% = gﬁ,

b) Podaj te argumenty x € (0; 27), dla ktérych funkeja f(x) = sinx przyjmuje
%' Y | | - 5

Z wykresu funkeji f(r) = sinz odezy- 1 O I et S R et
tujemy. ze réwnosé sin ¥ = —1 zachodzi | "}—; : '—éf- /

wartosc —

2

dla = 7+ £ = £7 oraz dla T : Sr X
e Y i
T . . A el 1 |
r=2r— % = Fm. T T T TR

Cwiczenie 2
Podaj te argumenty x € (0;27), dla ktorych funkcja f(z) = sinz przyjmuje

wartosc:
a) -‘? b) —5{?? ¢) .&:_]ﬁ‘ d) uﬁ'ff

1. Funkcie trygonometryczne



M Wykres funkcji cosinus

Cwiczenie 3
Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

. LT § le | 24|35 B I P | 3 S | Ip 1lo|
cis D |gm|gT (3™ |3T |57 |3TM |57 | T |gW |37 |37 |57 | 37| 357 |57 | 2n
OB /1A I R — % | =X X A IR

Aby otrzyvmac¢ wyvkres funkcji f(x) = cosa dla » € R, mozemy skorzystac
z tego. ze jest to funkeja okresowa o okresie podstawowym 7' = 27.

Wykres funkeji cosinus nazywamy cosinusoida.

L

Dziedzing funkeji f(x) = cosx jest zbidr liczb rzeczywistych, a jej zbiorem
wartosci jest przedzial (—1:1).

Cwiczenie 4
Dla jakich x € R funkcja f(x) = cosx prayjmuje wartosé: a) 1. b) 0, ¢) —17
0Os OY jest osig symetrii wykresu funkeji fla) = cosa, prawdziwa jest wiec

ponizsza wlasnosc.

Dla kazdego x € R:

cos(—x) = cos

Cwiczenie 5
Podaj rownania prostych, ktore sa osiami symetril wykresu funkeji y = cosx,
oraz wspolrzedne punktow, ktore sa Srodkami symetrii tego wykresu.

Przykiad 2
Podaj te argumenty r € (—2m:2m), dla ktorych funkcja f(x) = cosx przyj-
muje wartosé 3.

¥

o

I
b+
l..,l

]
1=
-~ D
cils

Z wykresu odezytujemy, e cosx = 1 dla x € {—%m = %W}

1.5, Wykresy funkgji sinus | cosinus
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Cwiczenie 6
Podaj te argumenty & € (—3m;3m), dla ktérych funkcja f(x) = cosx przyj-
muje wartosc:

a) &, b) 4, ¢) 2, d) —£.
Zadania

1. Ile miejsc zerowych ma funkcja f(x) = sine w podanym przedziale?
a) (0;2m) b) (—2m;27) ¢) (0;5m) d) (0;32)

2. Podaj miejsca zerowe funkeji f(x) = cosx nalezace do przedzialu:
) O2r),  b) (2m2m), o) (imin), 4 (5%)

3. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = sinx dla # € (—27:27). Korzystajac
z wykresu, poda) przedzialy. w ktorych funkcja f:

a) przyjmuje wartosci dodatnie, b) rodnie, ¢) maleje.

4. Naszkicuj wykres funkeji f(x) = cosz dla x € (—m: 37). Korzystajac z wy-
kresu, podaj przedzialy, w ktoryeh funkcja f:

a) przyjmuje wartosci ujemne, b) roénie, ¢) maleje.

5. lle rozwiazan w podanym przedziale ma ponizsze réwnanie w zaleznodei
od parametru m?

a) sinz = m, (0;47) ¢) cosax =m, (0;4n)

b) sinz = m, (—7; 37) d) cosez =m, (—m;37)

6. Oblicz sume wszystkich rozwiazan rownania:
a) sinx = 0.7, ktdre naleza do przedzialu (0; 67),

b) cosx = % ktore naleza do przedzialu (—4m;4m).

7. Objasnij sposéb otrzymywania sinusoidy, korzystajac z rysunku (katowi @
odpowiada punkt P na okregu o promieniu 1).

.1 C} W M

51
=
..
Y

1. Funkcie trygonometryczne



Funkcje parzyste i funkcje nieparzyste

. . '},' 4
Funkeje f: D — R nazywamy parzysta wte- f

dy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczhy x € D« —lﬂ' /}_ \ = £
liczba —x réwniez nalezy do dziedziny funk- \_,u/-ug -F.‘_TM

cji f oraz zachodzi réwnosé:

Funkeja f{x) = cosx, okreglona dla
f(=z) = f(z) x € R, jest parzysta,

Wykres funkeji parzyvstej jest symetryezny wzgledem osi QY

Funkcje f: D — R nazywamy nieparzysta
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby \.—:i' N

x € D liczba —x rowniez nalezy do dziedziny

funkeji f oraz zachodzi réwnosd: Funkeja f(z) = sinz, okredlona dla
f{—l} = —f{.:-"} x € R. jest nieparzysta.

Wykres funkeji nieparzystej jest symetryezny wzgledem punktu O(0,0).

Przyktad
Zbadaj parzystose funkeji f.
a) f(z) = 2®sinax
Dziedzina funkcji f jest zbior D = R, zatem dla kazdego & € D réwniez
-z D.
f(=z) = (—x)*-sin(—z) = —a* - (—sinz) = 2% - sinz = f(x)
Zatem funkecja f jest parzysta,

b) f(z) = 20&

CoOsT
Dziedzing funkcji f jest zbior D = R\ {§ + km: k € Z}, zatem dla kazdego
x € D réwniez —z € D.

f(—:lf) 3 sin{—x) _ —sinr _ —f(;!.-')

cos(—x) COS @
Zatem funkeja f jest nieparzysta.
v tosz—1
{') f[:‘,") i 41
Dziedzina funkcji f jest zbior D = R\ {—1}. Zauwaz, ze 1 € D, ale —1 & D,

zatem funkcja f nie jest ani funkeja parzysta, ani funkcja nieparzysta.

1. Zbadaj parzystos¢ funkcji f.

a) f(z) = —sinz e) flx)=wsinz+1 i) f(z)= i(cosz+1)

b) flz) =sinxcosx ) flz) =2sinm i) flg)=z —cosa

¢) f(z) =sin*z flz) =zsin®z k) f(z) = 2?sin®x +cosz
d) flz) = —|sinz| ) flz)=—z%cos’z 1) f(z)=2a%cosz+sinz

Funkcie parzyste | funkcje nieparzyste



*1.6. Wykresy funkcji tangens i cotangens

D] Cwiczenie 1
Uzasadnij, korzystajac z rysunku obok, ze
liczba m jest okresem funkcji y = tgxr oraz
funkeji y = ctg x.

li.'l’?u s Yo)

Mozna wykazac, ze 7 jest okresem podstawo- Pil=sita, =)
wyim funkeji tangens i cotangens. |

Dla x € R\ {% + km: k € Z}: tg(x +nm) = tga. gdzie n € Z.
Dla x € R\ {km: k € Z}: ctg(x + nw) = ctgx, gdzie n € Z.

B Wykres funkcji tangens

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
f(z) =tga dlax € (—5;5).

r —%'ﬂ" =3% | =—F¥ () — fl—irr is‘rr

tgzx | —v3 | -1 —-*';——’ 0 E 1 V3

¥

W
Proste x = —F oraz r = 3 sa asymptotami pionowymi ~ 2.

wvkresu funkeji f.

Rozpatrzmy teraz funkeje f(x) = tga okreslona dla
r € R\ {5+ km:k € Z}. Aby otrzymad jej wykres,
korzystamy z tego, ze jest ona okresowa.

|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
I
|
!
|
I
i
|
|
|
|
|
|
I
|

Wykres funkeji tangens nazywamy tangensoida.

i il I ¢ il
HELL 3 L ) 1
£ i g ! :
i il g s T
I i1 | il :
! S akil | I I i
| i I Bl | -
fapd Logd b bocfid 3
! ! ! L i
[ | Gk o IR X
; ! i 3 24 " [
1 1' T ] '
il £ i 1.4
N L b sy
SR B L WS | i A
i il i g )
=l .1 I .1 1.0F
i a7 3§ 1]
[ i . |
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Wybrane wlasnosei funkeji f(x) = tga:

» Dziedzing funkcji f jest zbiér D = R\ {5 + kn: k € Z}.

» Zhiorem wartosci funkeji f jest zbior liezb rzeczywistych.

« Funkcja f jest funkcja okresowa o okresie podstawowym T' = 7.

« Wartosé 0 funkcja f przyjmuje dla @ = kw, gdzie k € Z.

o Funkcja f rosnie w kazdym z przedzialow (=3 + km; £ + kr), gdzie k € Z.
 Proste o rownaniach @ = § + km, gdzie k € Z, sa asymptotami pionowyimi
wykresu funkeji f.

. 1 1*'“. |
Cwiczenie 2 i ; :
Podaj wspolrzedne Srodkow symetrii wy- 1 & i
i s |
kresu funkeji f(z) = tg . | I
J |
g I I
Punkt O(0,0) jest Srodkiem symetrii wy- | tepl—f
R T j < hme |
kresu funkeji f(xr) = tgax, prawdziwa jest | { |
wiec ponizsza wlasnosé. : } :

| = - £

1 r T &

e I 2 /
Dla x € R\ {§ + km: k € Z}: i t
I |
tgl—x) = —tgx

gl—r) 8 1 ——-—rg(—;r:}}
: 1
. | |
Cwiczenie 3 : :
a) Podaj wartosc tg(—x). jesli tgx = 3. | |
1 |
b) Podaj wartosc¢ tg(—x), jesh tgax = —v‘% : l

oo jen

¢) Podaj wartos¢ tg ., jesl tg(—x) =

B
Przykiad 1
Korzystajac z wykresu funkeji f(z) = tgx, 3
wyznacz rozwiazanie rownania tgx = v/3. ;

W przedziale (—%: %) tge = V3dlaz = 5. =

Na podstawie okresowosci funkeji tangens /11~

otrzymujemy rozwigzanie réwnania: 7

r =%+ kw, gdzie k € Z

g lE

Cwiczenie 4
Korzystajac z wykresu funkcji f(z) = tg e,
Wyznacz rozwiazanie rownania:

. - e 3
a) tgxr = —/3, b) tgx = 3’—;—

Bl e T e e T i s S I —

1.6. Wykresy funkeji tangens | cotangens
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B Wykres funkcji cotangens

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkeji f(x) = ctga. Jest ona
okredlona dla 2 € R\ {km: k € Z}, a jej okres podstawowy jest réwny .
Wykres funkeji cotangens nazvwamy cotangensoida.

Y

— T

|
|
|
I
|
|
|
|
|
l
:

mw
|
I
|
I
I
|
|
|
|

| S -

Cwiczenie 5
Podaj dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe 1 przedzialy monotonicznosci
funkcji f(x) = ctgx oraz réwnania asymptot pionowych jej wykresu.

Cwiczenie 6
Podaj wspélrzedne srodkéw symetrii wykresu funkeji f(z) = ctga.

ctg(—2) = —ctea

o

Punkt O(0,0) jest srodkiem symetrii wy- | Y4 |
kresu funkeji f(x) = ctgz, zachodzi wige | ! :
ponizsza wlasnosé. : |
| ctgr I

I |

[

Dla 2 € R\ {kr: k € Z}: I Sl |
| ~z | | T

1 o 1

Cwiczenie 7
Oblicz.

a) etg(—%)  b)ctg(—3) ) ctg(—3)

P S S S S

Cwiczenie 8

Korzystajac z wykresu funkeji f(z) = ctgx, wyznacz rozwiazania réwnania:
gtz P - e e A

a) ctgx =1, b) ctgx = —/3, ¢c) ctgr = _E;“

1. Funkcie trygonometryczne



Zadania

Naszkicuj wykres funkeji tangens lub cotangens i rozwiaz rownanie. Podaj
najmniejsza liczbe z przedzialu (3:0c) spelniajaca to réwnanie.

o) ctgr =3
£ g =

¢) tga=-—1

d) tga = —Jf’i—ﬁ

a) tgx=20
b) tgx =1

|
s

Wyznacz x taki, ze:

a) tgxr =3 i ©e (2m3n), d) ctgz = -‘"‘L—,_-E i x € (3m;4dn),
b)tgz=v3 i £ €(-3m—2n), e)ctgr=—1 i z€ {—4m-37),
¢) tgx=—1 i x € (4m; 5m), f) ctgz=—1 i z € (4mw;5m).

Oblicz sume pierwiastkéw réwnania nalezacych do przedzialu (0; 47).
e) tgxr = —/3
) etgai=i)

¢) tgx = —iﬁi g) ctgxr =1

v3
3

a) tga=10

b) tgxz =1 d) tge = —1 h) etgae =

Wyznacz przyblizone rozwiazanie rownania nalezace
do przedzialu (2s7;37). Skorzystaj z informacji za-
mieszezonyeh obok.

a) tga = 0,3249

tg & =~ 0,3249

tg 3L &~ 1,3764
b) tgx = —1,3764

Wyznacz rozwiazania row-
nania nalezace do przedzialu
(—m;2m), korzystajac z da-
nych z tabeli.

a) tgz =2—+/3

b) tgx=v2-1

¢) ctgr=2-— V3

v

€T 12
2 —+/3

ctgr 24 +/3

ST o

] 12

Ji-1|vE+1|2+3
. I N

e B

tgxr

Rozwiaz rownanie, korzystajac
z danych z powyzszej tabeli,

a) tex=1—/2

b) tgr = V3 —2

¢c) ctgar =—1— V2

Objasnij sposodb otrzymywania

tangensoidy dla x € (0: 1), ko-
rzystajac z rysunku obok.

|.\_:||1-'|..__._..__.._.___.._.._.._.-_..___.._.

k.
..l-q”

1.6. Wykresy funkeji tangens i cotangens
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*1.7. Przesuniecie wykresu funkcji o wektor

Przykiad 1

Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej zbior wartosci.

a) flx)=sin(z — %)

0 Y

Wykres funkeji f otreymujemy przez prze-

suniecie wykresn funkeji y = sinx o wektor

w = [£,0]. Zbiorem wartodci funkeji f jest
przedzial (—1;1).

Cwiczenie 1

b) f(x) =sinx + 1

Wykres funkeji f otrzyvmujemy przez prze-
suniecie wykresu funkcji y = sinx o wektor

. =

0,1]. Zbiorem wartosei funkeji [ jest
przedzial (0;2).

Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej zbior wartoscl oraz okres podstawowy.

a) flr)=sin(zx+ %)
b) flz) = cos(x — )

3

¢) flz)=sinx —1
d) f(z) =cosx + —1;

e) flz)=cos(z+%)—1
f) flz)=sin(z - F)+2

Zauwazmy, ze przesuniecie wykresu funkeji o wektor nie zmienia jej okresn

podstawowego.

Przykiad 2

Naszkicuj wykres funkeji:
flx) = tg(z+ 3)

1 podaj jej dziedzine.

Wykres funkeji f otrzymujemy
przez przesuniecie wykresu funke;ji
g(x) = tgzx o wektor @ = [—%,0].
Dziedzina funkeji f jest zbior:

D =R\ {Z+kn:keZ)
Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkeji f i podaj
jej dziedzine.

1. Funkcie trygonometryczne
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Przykiad 3
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = —sin .

Wykres funkeji f otrzvmujemy przez odbicie symetryczne wzgledem osi OX
wykresu funkeji g(x) = sin .

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkeji f 1 podaj jej miejsca zerowe.

a) f(x)= —Eill(;l‘. — %) &) flE)= —Sin(.r + {{;) e] flx)=— {'.-;}5(;1: —
b) f(z) =—sin(z+ %) d) f(z)=—cos(z—%) f) f(

Przykiad 4
Naszkicuj wykres funkeji:
flz) = —tg(z + %)
Podaj przedzialy, w ktorych funk-
cja f przyjmuje wartosci dodatnie.

ld o)
 —

e —

Szkicujemy kolejno wykresy funke;ji:

fi(z) =tga, fo(z) = tg(z + 3)
oraz f(x) =— t-g(it: + E)

Funkeja [ przyjmuje wartosci do-

datnie w przedzialach (k7; £ + k),
gdzie k € Z.

Zauwaz, e —tg(z + §) = ctgx.

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej dziedzine i miejsca zerowe.

a) flzx)=— tg(:l.‘ -+ %) b) f(x)=— tg(;r — %) el iz = —{'.t,g{:t: — %}

@ Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze podana rownosé jest prawdziwa. Skorzystaj z wykresow odpo-
wiednich funkeji.

a) sin(z+ %) =cosx ¢ cos(e+ %) =—sinz ) tg(x—3) =—ctga
b) cos(x — Z) =sina  d) sin(z— %) =—cosz f) ctg(z—Z)=—tga

1.7. Przesuniecie wykresu funkgji o wektor 35 s
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Zadania

2

Naszkicuj wykres funkeji f 1 podaj jej miejsca zerowe,
a) flz)=sin(z—2%) ¢) flz)=cos(z—%) e) f(z)=—sin(z—E)
b) flz)=sin(z+ %) d) flz)=cos(z+n) f) f(z)=—cos(x+F)
Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej zbior wartosci.
a) f(z)=sinz+3 ¢) flz) =sinx —2 e) flz)=2—cosz
b) flx) =cosx + 2 d) flz)=—sinzx+1 ) f(zr)=—sinx—3
Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej zbior wartosei.

) flx) =sin(z—Z)+1 ¢) flz)=sin(z+ %) —
b) flx) = t'.(]h(;] — -) — 2 i) gy = —sin(:r — E) +1

£
Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej dziedzine.
a) fla)=tg(e—3%) <) fla)=tg(z+%) e flz)=tg(a —27) -1
b) f(z) =tg(e—3) d) flz)=ctgle+3) f) f(z)=ctg(z+F)+1

Naszkicuj wykres funkcji f.

a) flz)=—tgx+1 ¢c) flz)=—ctga—1

b) flz) =tg(—x) — 2 d) f(z) =1+ ctg(—x)
Naszkicuj wykres funkeji f 1 podaj réwnania jego asyvimptot.

8) fo) =1—tg(z+5) Q) f(z) = —ctgfz +5) — 1
b} flz) = tg(uf + %) -1 d) f(z) = {'.tg(% —z) +1

Rozwiaz rownanie:
a) tg(:}‘ - -’%) = -“-;—q, korzystajac z wykresu funkeji f(x) = tg(x — -“;—),
b) tg(x + Z) = —1, korzystajac z wykresu funkeji f(z) = tg(x + Z).

Naszkicuj wykres funkeji f i korzystajac z niego. podaj rozwigzania row-
nania f(r) = a nalezace do przedzialu (—2m: 27).

a) f(z) =sin(z— %), a=3 ¢) f(z)=sin(z+Z%), a= -‘rj?—q
b} flg) = ms(:r + E) a= 33@ d) f(x) = ‘111]( %) a= J;’

Podaj zbior wartosci funkeji f.

a) f(z)=sinz+4 d) f(z)=—cos(z— %) g) f(z) =sin®z+ 1

b) flz) =sinz—3 e) f(z)=8—cosz h) f(z)=1—cos’z

¢) f(z) =cosz—35 f) f(z)=-1—sinz i) f(z)=2+cos*(x+ %)

1. Funkcie trygonometryczne



*1.8. Przeksztatcenia wykresu funkciji (1)

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykresy funkeji: g(a) = %Hill;ﬂ (kolor
zielony), f(x) =sinz (kolor czerwony), h(x) = 2sinx (kolor niebieski).

Zanwazmy, ze jesli do wykresu funkeji f(z) = sin z nalezy punkt (&g, y). to do

wykresu funkeji g(z) = é—siu x nalezy punkt (:r'm %m])._ a do wykresu funkeji
hz) = 2sine — punkt (zg,2y,). Wykres funkcji g jest .Scidniety” wzdluz

osi QY w stosunku do wykresu funkeji f, a wykres funkcji h — rozciagniety”.
Definicja

Dla funkeji y = asinx oraz dla funkcji y = acosx, a # 0, liczbe |a| nazy-
wamy amplituda wykresu tej funkeji.

Cwiczenie 1
Na rysunku ponizej przedstawiono wykresy funkcji: f, ¢ i h. Dobierz wzdr do
kazdego wykresu i podaj zbior wartosci kazdej funkeii.

a) f(z) =—3sinz, g(z) = —sinz, b) f(z) = 2 cosx, g(x) = cosx,

3
hiz) = —2sinx hix) =2cosx

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkeji f. podaj jej zbior wartosci i amplitude jej wykresu.
a) f(x) =3sinzx ¢) f(z) = %sina e) flz)=—3cosz

b) f(x) =4cosx d) f(z)=—2coszx f) fle)=-20sinx

1.8. Przeksztatcenia wykresu funkeji (1)
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Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = %tg 2,

Szkicujemy wykres funkeji f. korzysta-
jac z tego, ze jesli do wykresu funk-
¢ji g{x) = tgax nalezy punkt (zq.40),

to do wykresu funkecji f nalezy punkt
(‘.I:L—I‘.I -%yﬂ) !

Cwiczenie 3 s
Naszkicuj wykres funkcji f. | '

a) flo)=24ge b) f(z)=2tgx

-—-—-—I.-—-—-——-—-t;lﬂ-——-.—-—-—-—-—-{—-——

Zadania

1. Naszkicuj w jednym ukladzie wspélrzednyeh wykresy funkeji: f. g i h.
a) f(z) =2sinz, g(z)=2sin(z— %), h(z)=2sin(z— %) +1
b) (r}-'}tm: gla )-—3[{)&(: —l—%), .-'a.{;r}::ic:m-;(;r—l—g)
¢) f(z) = in(z+ %), h(z)=isin(z+ %)+

(a
%;hlll r, g(x)= 3si
d) flz)=2¢o g(z) =2cos(x — 27), h(z)=2cos(z —

3 :;TT) —3
2. Naszkicuj wykres tunkeji f i podaj jej zbior wartosci.
a) Fl) = —25i11(r — %] ¢) Hz) = —%.‘:1'111[.1-' +%) 41
b) f(x)=—1cos(x+ %) d) f(z) =—2cos(z— %) —1

3. Naszkicuj wykres funkcji f.
a) f(z)=—2tgz  b) f(z) =2tg(v +Z)

4, Na rysunku obok przedstawiono wykresy
funkeji: fi(2z) = ay sinz, fo(x) = assina,
falz) = agsinz. Wyznacz: a,, as, az. Po-
daj amplitudy tyeh wykresow,

5. Naszkicuj wykres fmlk{:ji f(z) = acosu,
jesli: a) f(m) =—3, b) f(7) =2

6. Punkt P nalezy do wykresu funkeji f.
Oblicz wartosé¢ wspolezynnika a.
a) f(z) =asinz, P{ES] ¢) fla
b) f(x) =acosz, P(%,1) d) f(z) =actga, P37, —6)

G 1. Funkcie trygonometryczne



7. Przeczytaj informacje w ramece.

Na rysunkach ponizej pokazano, jak z wykresu funkcji y = f(x) mozna

otrzymad wykres funkeji y = 2f(x) oraz wykres funkcji y = % flz).

‘-i'r."

.

R4
|

[
[
|
|

X

Jesli do wykresu funkcji y = f(x) nalezy
punkt Plxo,yo), to do wykresu funkceji

y = 2f(x) nalezy punkt Q(xro. 2uy).

@

1 X

Jesli do wykresu funkcji y = f(x) nalezy
punkt Plzo.yo), to do wykresu funkeji
= —.}f{:r} nalezy punkt R{xg, %yu}.

Naszkicuj wykresy funkeji y = 2f(x) oraz y = :_",—f(;r'}.

a) I R .

8. Naszkicuj wykresy funkcji: f, g i h.
a) f(z) =2, g(z) =3f(z), h(z)="Lf(z)
b) f(a) = 2% glx) =2f(x), h(z)=1f(z)

c) :

c) flx) = |z|, g(z)=-2f(z), h(z)=—3f(x)
d) f(z)=z+2, g(z) =3f(z), hiz)=3f(z)

9. Czy wykresy funkcjiy = f(a) iy
wspolne?

af(x), gdzie a £ 1, moga mieé¢ punkty

1.8. Przeksztatcenia wykresu funkeji (1)
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*1.9. Przeksztatcenia wykresu funkcji (2)

W tabeli podano wartodci funkeji f(a) = sinz i g(a) = sin2x. Na rysunku
przedstawiono wykresy tych funkeji dla x € (0; 7).

AL " aE 1
L Jix) =8
N 1 L 1 1 2 3 5 £ & NS R vl
W 0 By (e B3| 2 | 8| & et ™ m ;o
= o s o | |
ane| 0 [ 3 |f (|1 [F|F]3]0]| W
2r 0 i | 2wl S - 40 | 34 Br  ar : L4
ks Svf 2 3 ] i 2 [ q i\ )
sin2x 0 i 1 ¥3 0 |—a| -1 [ @ bl =t -'}
i 2 2 2 3 glx) =5&in2r |

Zauwaz. ze funkcja f(2) = sinz przyjmuje wartosé¢ 1 dla x = Z, natomiast
tunkcja g(z) = sin 2z przyjmuje wartosé 1 dla » = Z.
Funkeja f(z) = sina przyjmuje wartosé 0 dla @ = kr, & € Z. Zatem funkcja
gla) = sin 2z przyjmuje wartosé 0 dla x takich, ze 2z = ka, k € Z, czyli dla
r = %8, k € Z. Okres podstawowy funkcji g(z) = sin 2z jest réwny 7.

YL o§ i 10 - p(E) = Sinde

i) =sina
Wrkres funkeji g jest w stosunku do wykresu funkeji f . Scigniety” wzdluz osi OX.

Cwiczenie 1 v
Na rysunku obok przedstawiono wykres

funkeji f({xr) = sin4x. Podaj okres podsta- \ ' O. E /\\/L | \f \]l'"r i
wowy tej funkcji oraz jej miejsca zerowe. \4 o \ﬁ PN £ A

Przyktad 1

Wyznacz miejsca zerowe funkcji g(x) = sin 2 i naszkicuj jej wykres.

Funkcja f(x) = sina przyjmuje wartosc 0 dla z = kw. & € Z. Zatem funkcja

glx) = sin %;r przyvjmuje wartoéé 0 dla = takich, ze tx = kn. k € Z, czyli dla

r = 2knw, k € Z. Okres podstawowy funkeji g(r) = sin %;r jest rowny 4.

Lglx) = singx |

() =sina

Wykres funkcji g jest w stosunku do wykresu funkeji f .rozeiagniety” wzdluz osi OX.

I 0 1. Funkcie trygonometryczne



Okres podstawowy funkeji y = sinax oraz funkcji y = cosax, gdzie a > ().
jest réwny 2.

Cwiczenie 2

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji: f(x) = cosz, g(x) = cos2x
i h(x) = cossx. Dobierz wzér do kazdego wykresu. Podaj okres podstawowy
oraz miejsca zerowe kazdej z funkeji: f. g i h.

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkeji f 1 podaj jej okres podstawowy.
a) f(x) =cosda b) f(x)=sindz ¢) f(z)=—coszx d) f(z)=—sinte

2 2

Przykiad 2

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 25111(2:11 - %)
Wzér funkeji zapisujemy w postaci f(z) = 2sin2(a — 1[;), a nastepnie szkicu-
jemy kolejno wykresy funkcji:

file) =sinz, folz) =sin2z, fi(z) = 51112(::‘ — g—) i Jlg) = EsinE(:r — %]

G

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkcji f.

i:‘l.} f(_;r:] = 2(‘.(}5(3? — %) 1}} f(_r:] = Si]_]_(%_’]_‘ - %) [-_} f(d) — 3['.{').‘-3(2:1' _ %)

Cwiczenie 5
Podaj miejsca zerowe funkeji f nalezace do przedziatu (0; 27).

a) f(x) =sindx b) f(z) =2sin< ¢) Jlz) =

r CO5 T

1
2

1.9. Przeksztalcenia wykresu funkeii (2) 41 S



— 2

jej okres podstawowy 1 miejsca zerowe,

Przyktad 3
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = tg2z. Podaj

Okres podstawowy funkcji f jest rowny 3.
tg 22 = 0 dla & = £, gdzie k € Z.

Okres podstawowy funkeji y = tgax oraz
y = ctgazx, gdzie a > 0, jest rowny ~.

FrABITIE ] i JEE) = LEAK
: ¥
PSS e T ey I g, e e e = ey

— s ——— —— o —— — e — — — —

Cwiczenie 6
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej okres podstawowy i miejsca zerowe.

a) f(x) =tgs b) f{g) =te3z ¢} flz)=tgne

Zadania

1. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej okres podstawowy 1 zbiér wartosci.

a) flx)=3sin2zr ¢) flz)=—2sin3x e) f(z)=4cos3x
b} fiz) = -licﬂz-_:ﬂzr d) flz)= 3cos 5 f) flz]= 25'111(—%’-)
2. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej okres podstawowy i zbiér wartosci.
a) f(z) =cos2(x — ) d) f(z) = 3cos(dx — )
b) flz) =sin2(a — 7) e) f(z)=2sin(m — 2x)
¢) flz) =2cos (Q:r - -",}) ) fizx)=— r:.[‘.-s(% — 3:::)
3. Wyznacz miejsca zerowe funkeji f oraz naszkicuj jej wykres.
a) flz)=sinnwz b) f(2) = cos2mx ¢) f(z) =2tg%E

4. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj wartos¢ najwieksza i wartosé¢ najmniej-
sza te) funkeji.
a) f(x)=2sin(3z +7)+1 b) f(z) =3cos(2z — &) — 2

5. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f(x) = Asin Br + C, gdzie
A, B,C sa pewnymi stalymi. Wyznacz ich wartosci.
' Yailllid

1. Funkcie trygonometryczne



6. Wyznacz dziedzine oraz miejsca zerowe funkceji f i funkceji g. Naszkicuj ich
wykresy oraz podaj okresy podstawowe.
) flz) = tg%, ()= tg(& — £)
() = —tg2x, glz)=—tg 2(;1? = “—I-)
¢) f(z)=1tg(-%), glz)=te(:—%
c s

d) f(z) =ctg%, g(z)=ctg(5—-Z

7. Przeczytaj informacje w ramee.

Na rysunkach ponizej pokazano, jak z wykresu funkeji y = f(z) mozna

otrzymac¢ wykres funkcji y = f(2x) oraz wykres funkcji y = f (é;:-:}.

¥

AN

Jegli do wykresu funkeji y = f(a) nalezy  Jesh do wykresu funkeji y = f(x) nalezy
punkt P(xg.yo), to do wykresu funkeji  punkt P(zo,y0), to do wykresu funkeji
y = f(2x) nalezy punkt Q (%%, y0). y = f(zx) naleiy punkt R (2o, y0).

Naszkicuj wykresy funkeji y = f(2z) oraz y = f (i-.z}

8| Rl I
ol 1 X

b) Y4 d) Y4 |
9 1 i X 10l 1

1.9. Przeksztalcenia wykresu funkcji (2)
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Ruch po okregu

Jedli cialo poruszajace sig po okregu przemiescilo
sie z punktu P do punktu P, w czasie t, to opisujac
ten ruch, mozemy podaé zaréwno predkosé katowa
w = = (stosunek kata obrotu a do czasu t). jak

i pr@diﬁﬂéé liniowag v = % (stosunek dlugosei tuku [
do czasu t).

Predkosé katowa w zwykle podaje sie w radianach na sekunde [rad/s]. Miara

lukowa kata o to stosunek dhigosci tuku [ do promienia r (a = :—] wiec

otrzymujemy w = ﬁ i stad mamy zaleznosé v = r - w.

Przykiad
Ziemia wykonuje pelny obrdot wokol swojej osi w ciagn 24 godzin, zatem pred-
kos¢ katowa jej ruchu obrotowego jest rowna:

27 T

w==— = — [rad/h

24 12 [ "IJ ]
Jezeli przyjmiemy, ze Ziemia jest kula o promieniu
6370 km, to punkt na jej rowniku porusza sie na
skutek ruchu obrotowego z predkoscia liniowa:

v =rw = 6370 - = ~ 1668 [km/h]

Dla punktu P lezacego na szerokosci geograficz-
nej x predkosc linlowa wyraza sie wzorem:

vp = veosk (nzasadnij)

0

1. Oblicz, z jaka predkoscia liniowa porusza sie punkt lezacy
na tym samyim rownolezniku co Krakow, ktorego szerokosé
geograficzna wynosi 50°N.

2. Przednie kolo bicyklu (ilustracja obok) ma Srednice
rowna 144 cm, a tylne 36 cm. Ile razy predkosé¢ katowa.
7z jaka podcezas jazdy obraca sie tyvine kolo, jest wieksza
od predkosci katowej, z jaka obraca sie przednie kolo?

3. lle obrotéw wykonuje w ciagu sekundy kolo samochodun jadacego z pred-
koscig 60 km/h, jesli srednica kola jest réwna 52 em? Z jaka predkoscia
katowa (w radianach na sekunde) obraca sie to kolo?

4. Przedni wal walca drogowego ma srednice 2 m. Gdy walec jechal po prostej

drodze. jego przedni wal wykonal w ciagnu pél godziny 500 obrotéw. Z jaka

predkoscia poruszal si¢ walec? Z jaka predkoscia katowa (w radianach na
sekunde) poruszal sie przedni wal?

e 44 1, Funkcie trygonometryczne



*1.10. Przeksztatcenia wykresu funkciji (3)

Przykiad 1

Naszkicuj wykres funkeji f(x) = |sin x| i podaj jej okres podstawowy.
Wykres funkeji f(2) = |sinz| otrzymujemy przez odbicie symetryczne wzgle-
dem osi OX tej czedci wykresu funkeji g(x) = sina, ktéra znajduje sie pod
osia OX. Pozostala czes¢ wykresu zostawiamy bez zmian.

Okres podstawowy funkeji [ jest rowny m.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej okres podstawowy.

a) f(x)=|cosz] b) fiz) = |t ] ¢) flz) = —|sinzx|

Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = |2cosx — 1| i podaj jej okres podstawowy.
Szkicujemy kolejno wykresy funkeji:
filz) =2cosz, folz)=2cosz—1 i f(x)=|2cosx—1|.

: o = 3 ;‘[-'J ; !

Okres podstawowy funkeji f jest rowny 2.

Cwiczenie 2

Naszkicuj w jednym ukladzie wspohrzednych wykresy funkeji: f, g i h. Podaj
okresy podstawowe tyeh funkeji.

a) f(x) =sin2z, g(z) = |sin2z|, h(z)=|sin2z|—1

b) f(z) = cosdz, g(x)=|cosdz|, h(x)=|cosldz|+1

1.10. Przeksztalcenia wykresu funkgji (3) 45 ess
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Przyktad 3

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = sin |z|. Czy funkcja f jest okresowa?
Wrykres funkeji f(x) = sin |x| jest symetryczny wzgledem osi QY. Dla o = ()
wykres funkeji f pokrywa sie z wykresem funkeji y = sinx. Zauwaz, ze dla
r < 0 wykres funkeji f pokrywa sie z wykresem funkeji y = — sin «.

= ' Y flei=sinjxf |GG L

Funkcja f nie jest funkcja okresows.

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji f. Czy funkcja f jest okresowa?

2) flo) =sinfe~ 5| b) f) =sin(le] = F) o) Fla)=cos(|e]+3)

Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji f.
a) f(z)=|sin(z—Z)| ¢) f(z)=2|sinz| -1 e) f(x)=|cos(5—Z)]
b) fix) = [(:ﬂs{;tr - %)l d) f(z) = —=3|cosz| f) fx)=2—|3sinz|
2. Podaj dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.

a) f(x)=—|tgz| c) flz) = |tg(x —%)| e) fla)=|tgz—1]
b) f(z) =tgz|—1 d) f(z)=|tg(z+Z)| f) flz)=|ctg(x— )]

3. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej okres podstawowy 1 zbidr wartosci.

a) f(r)=|cos2z| ¢) flz) = |2sin3z| e) flz) = |tg2z|
b) f(x) = |sin 2| d) f(x) = |4 cos3z| f) f(z)=|ctg 3|

4. Naszkicuj wykres funkeji f. Dla jakich wartosei parametru a rownanie
f(z) = a ma rozwiazania?

a) f(z)=|sinz|+2 b) flz)=|cosz|—-1 ¢) f(z)=|sin(z—7)|—1
5. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiér wartosci.
a) f(z) = sin|2x| ¢) fla)=2—sinl|z| e) f(z)=2sin|2z| -1

b) f(x) = cos|i: d) f(z2)=1—=coslx|] f) flz)=3cos|2z|+1

EI
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10.

12.

Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj przedzialy, w ktorych ta funkeja prayj-
muje wartosci dodatnie.

i | ;
El-} f(.'l‘} = lSil] .1?| -+ sin . =

b) f(x) =|cosz| + cosa ‘ ! 1 -
¢c) flx)=|tgz|+tgx
d) f(z)=|tga| —tgz

Podaj liczbe rozwiazan rownania
[(x) = m nalezacych do przedzia-

I

|

i

|

I

I

I

|

[

M e 1L RO

I

I

I

|

!
i (—7:m) w zaleznodcei od para- -2
iz
I

|

|

:

| |

| |

| |

| |

| |

I |

5 % R E
Na rysunku obok przedstawiono : o T :
wykres funkeji f(x) = || tg x| — 1|_ ] £ 1

| |

| |

| l

| |

| |

| l

0
metru m. _
Podaj zbiory wartodci funkeji f oraz funkeji g(z) = |f(x)].

a) f(z) = 3sin2x ¢) f(e)=2sinz -3 e) f(z)=—3cosma—1
b) flz) =sindz +1 d) f(z)=tg*z+1 f) flz)=(tg®x+1)"!

Dla jakich wartosci parametru a réwnanie f(2) = a ma IU?“ﬁQ?mﬁa‘?
a) f(x) = |3sin(2z — )| ¢) flz)=|tga|+2 e} filz)= —|z e
b) f(z) =2 —|cos2z| d) f(z) =|tg?z—4| £ f(z)=—

2—|cos x|
Podaj rozwigzania réwnania |tgz| = 1 oraz réwnania tg|e| = 1 nale-
zace do przedzialu (—2m; 27). Skorzystaj z wykresow funkeji f(x) = |tg x|
ig(x) = tg x|,

X1 ¥t

I
|
I
|
|
|
|
I
|
|

Naszkicuj wykres funkeji f.
a) fla)=—tglel +1  b) f@)=tgle—5| o f(z)="ta(le| - )
Podaj dziedzine funkeji [ i naszkicuj jej wykres.

sin e | cos x|
d) =

B, R EI B fenr g it A
— e o e e e e e e —
. ) L e p—

b) f(z) = & fley =2

sin COs T tgax

1.10. Przeksztalcenia wykresu funkcji (3)
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Ruch po okregu a sinusoida

Na rysunku nizej punkt P porusza sie ruchem jednostajnym ze stala predkoscia
katowa w po okrg¢gu o promieniu r w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek
zegara (predkosc katowa to stosunek kata zakreslonego podczas ruchu do czasu,
w ktorym to nastapilo). Poczatkowe polozenie punktu P oznaczono przez A -
jest to jeden z konicow poziomej srednicy AB. Wykres przedstawiajacy zmiany
odleglosci punktu P od érednic}r AB w czasie jest sinusoida.

AWAWAWAW
_f_\/\/U\/

C.._"

I &
=i

Diabelski miyn

Diabelski mityn to obracajace sie wielkie koto, na ktorym sa zamocowane wagoniki. 0
Na rysunku schematycznie pokazano diabelski mtyn o srednicy 28 m, obracajacy sie
ze stata predkoscia katowa w w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.
Wagonik w najnizszym potozeniu jest zawieszony 2 m nad ziemia, a jeden peiny obrot

kota trwa 4 minuty.
'lu'l |
P L MT]_“ \ .
'y it
24 Y
\s o N\
wil W
L8 ] 1J— g — —I_ﬁ- L
h ]
ﬂ.
i 2.
‘ L BLi T L] T T T T L] T T ‘h'
0 1 4 t [min|

Przyjmijmy, ze w chwili t, = 0 wagonik znajdowat sie w punkcie F,, czyli 16 m nad ziemia.
Wysokosc h, na ktorej wagonik znalazt sie po uplywie czasu t (punkt P na rysunku), jest
opisana wzorem;

h(t) = 14 sin(wt) + 16

El Na jakiej wysokosci nad ziemia znajdzie sie ten wagonik po uplywie 5 minut?
A na jakiej po uptywie 8 minut?




*1.11. Tozsamosci trygonometryczne

Tozsamos¢ trygonometryczna to taka rownose, w ktorej wystepuja funkeje try-
gonometryezne 1 ktora jest prawdziwa dla tych wszystkich wartosci zmiennej,
dla ktorych wyrazenia wystepujace w te] réownosci maja sens.

Przypomnijmy. ze miedzy wartosciami funkceji 2 5 -
' e ' sin“a +cos*xr =1
trygonometrycznych kata ostrego x zachodza po- ; w
i BT =
dane obok zwiazki. & cos T
Rownoscl te sa tez prawdziwe dla dowolnego cige = 5=
r € R, dla ktdorego obie strony rownosci sa okre- T
slone. te©
Podstawowe tozsamosci trygonometryczne
£ Si'[12 4 CGE-E z=1 dla dﬂWﬂh’lﬂgG reR jedvnka trygonometryezna
sin e
2, tgx=—— dlazeR\{Z+kmk e Z}
cias =
i Cos @
3. ctgx=—— dlaze R\ {km:k e Z}
ST
: t : 1 kx
. ctgxr=—— oraz tgr = 0 T
4. ctgx oy Oraz tgr = —— dlac e R\{*Fi k€ 2}
Dowod jedynki trygonometrycznej
Niech punkt P(zg.y0), rozny od poczatku ukladu !
wspolrzednyeh, bedzie dowolnym punktem na ra-
mieniu koncowym kata r. Wowcezas: T /- N .
; 2 ' 0 X
sine = % COST = % paet  lvo
gdzie r = /a2 + y3. Zatem:
: ; 2 R 2 4 2 w2 4 g2
sin® & + cos® & = (E) -+ (?) = %W _ 20+ U =1
lr ]

Ip| Cwiczenie 1
Udowodnij tozsamosei trygonometryezne: 2, 3 1 4.

[b] Cwiczenie 2
Udowodnij tozsamosd trygonometryczna.
a) (1 —sin*z)tgr =sinzcosz dlaz € R\ {Z +kmk € Z}
b) (1 —tgz)(1+ctga) =ctgr —tgzdlazeR\ {&:k € Z}

1.11. Tozsamaosci trygonometryczne 49 s



D] Przykiad 1

I O

Udowodnij, ze tgax + ———— = 1

1+ sinx COST

Zakladamy. ze tangens jest okreslony, 1 + sinz # 0 oraz cosx # 0, czyli
reR\{5 +kmkelZ}

te x + W L. Korzystamy z tozsamosci tga = 225,
: 1 sinx COS T 1-+singx i
_ sinz(l 4 sinx) COST  COST
cosx(l + sinx) cosx(l + sinx)
___8sinx -+ sin®2 + cos® x = = Korzyvstamy z tozsamosci
cosx(1 -+ sinx) sin® a4+ cos*z = 1.
. sinz + 1 _ 1
cosx(l + sinx) COS T
Cwiczenie 3
Udowodnij tozsamosé trygonometryezna.
| . ‘ : 1—cos’z
a) (sinz +cosx)? + (sinx —cosz)’ =2 ¢) —— =tgx
sin @ cosx
2.
- ; - - COS” T ‘ il -
b) sin’ &z — cos' 2 = sin® x — cos® x d) l—u(tg‘a.r —gin* x) = sin” a
— cos?w

Cwiczenie 4
Wykaz. ze podane wyrazenie jest rowne 1 dla wszystkich x. dla ktérych jest

okreslone.

4 1 1

w  FR + d o & i
:] l —2s5m~* x b} cos  x —sin” @ r'] cost & + sint &
2cos? p—1 cos?  —sin o Y 1 —sin®* xeos?2x

Crzasami, aby udowodni¢ tozsamos¢ trygonometryczna, warto przeksztaleid
zarowno jej prawa, jak i lewa strone.

Przyklad 2
Udowodnij, ze cos & —sin' 2 = 1 — 2sin” .

FRR i PR | i i Foap = |rgss g b " L
L = cos'z —sin' 2 = (cos? & — sin® z)(cos® & + sin® z) =  V'raeksetaleamy lews

strone rownosci.

J— W ..2 g -. 2 :

=Ccos ¢ —s1n T

Przeksztalcamy prawa
strone rownosei,

P=1-—2sin’r=sin"z 4 cos’ v — 2sin* o =
2 2 2
= cos" T —sin"
Rownose L = P zachodzi dla wszystkich x € R, zatemn udowodnilismy powya-
sza tozsamosce trygonometryczna.

Cwiczenie 5
Udowodnij tozsamosé trygonometryezna.

Bt Y 2 > o ..
SiNT -+ cosx COs T 14 25inxrcosx ‘
a) 0 L _9=tgz+ S b) - = (1 +tgx)?
SN e Cosr i sl e T8~

1. Funkcie trygonometryczne



Przykiad 3
Oblicz cosz, tgx i ctgx, jesli wiadomo, ze siny = 55 1% € (Fm).
Wartosé cos o obliczamy, korzystajac z jedynki trygonometryczne;j:
2 ;
(%) + cos® i = 1

cos’z=1—% =42
COS T = —% lub cosx %}
Dla @ € (£:7) cosinus jest ujemny, zatem cosz = —2. Stad:
'r:r‘-r—Sinw— % ==—2 gt -T—L——i
B = ciss —% £ “e@ tg 4

Cwiczenie 6
Oblicz wartosci pozostalyeh funkeji trygonometryeznyeh kata .

a) sine=—-% i x€ (3m2n) ¢) sing = ;—J;j i w€ (§7x)
b) cosa = —:—2 i x € (m;8m) d) sinx = —fu—z i z€ (5F;2n)

1 R T
1+tg2;r?:m$2m dlaz e R\ {Z+kmk e Z}

14ctg’ec = — dlaz R\ {km:k € Z}

Cwiczenie 7
Udowodnij powyzsze tozsamosci trygonometryezne.

Przykiad 4
Oblicz cosx i sinx, jesli wiadomo, ze tgxr = -3 i r € (,*r Hﬂ)
Korzystamy z tozsamoéci 1 + tgxr = m i otrzymujemy:
‘ 1
14 (-3 = —
T ( :] COS* &
stad cos® z = ﬁ czyli cos 3’1:—,” lub cosx = -‘f—l L” :
Dla xz € ( :27) cosinus jest dodatni, zatem cosx = :'_;Il_!ﬂ‘
Korzystamy z tozsamodei 285 = tgr i otrzymujemy:
R TN . i
sine = tgreosr = —=

Cwiczenie 8
Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrveznyeh kata a.

a) tge =3 1 x € (min) c) tg:r:—% i TE(% 7)
b)tge=13 i z € (0:3) d) ctga = € (3m:2n)

1.11. Tozsamoéc trygonometryczne
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Zadania

D] 1.

B.

L_——— I

Udowodnij tozsamosc trygonometryezna.
. 2¥ v A 1
a) (14 cosz)(l —cosx) =sin"x d) 2sinfx—1=1-—2cos’x

" 2 : 0 .I i L
b) coszsin®xr + cos’ r = cosw e) cos’x +tgfreosxr =1
1

¢) 1 —2sinzcosz = (sinx — cosx)? f) cosx +tg°xwcosx =

COs T
Udowodnij tozsamos¢ trygonometryczna.
1 COs T 1+ cosx sin T 2
ﬂ) H . oy = - H a = tg LIT {i) +' e = i = =y g
sinr cos sina sin 14 cosa sina
tzxr + cosx 1 1 sin x 1 —cosx 2
b} = - e =
) cOsrsin T sin s cos? x “] 1-cosax sine sin T
} sine 1l —cosaz ) COs @ cosg 2
1+coser  sinx l—sinx 1 +sinx " cosx
Udowodnij tozsamosdé trygonometryezng.
: J l—sing 1l4sinz -4dsinzx d] cosa + tgasine __ tgx
1+ sinz l—sinz cos? @ ctga T cosa
b) ter(l +ctgax)  1-—sin?x e) tex — i
1+ tg2ae  sinxrcosx tgx 4+ ctgr B =
¢) ctgr+1  1l4tga £) tgr —ctgr _ tglr—1
Yoctgxr—1 l1—tgax tgx +ctgx tgcae + 1

&

Oblicz wartoscl pozostalych funkeji trygonometrveznych kata .

i xe(5:w) ¢) sing=2 i z€ (Z;m)

3 2

—%F i x€E (%ﬂ':?ﬂ')

a) cosx = —

1
1
b) cosz =—3 i @€ (min) d) sinx =
Oblicz wartosei pozostalych funkeji trygonometryeznych kagta » (nwzgled-
nij dwa przypadki).

N N o 8 P N i o i

a) sinx = 3 ¢c) cosr = —3 e) sinz = = g) sinx = —%
l' e IE ¥ 'l..--_.-:;ll ﬁ - " 5 p—— T W TR, Epra— "ﬁ"ll?l

b) sinz = —1% d) cosa = =2 f) cosz =—¢z h) cosa = %=

Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometryeznyveh kata .

a) tgor= v—% 1 T € G,w} ¢c) g = BE—F‘ 1 & € (U:%)
b) tgx=—1 i z € (m2n) d) ctge=2 i x€ (m;2n)

Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata x (uwzgled-
nij dwa przypadki).

3

a) tgx == b) tgz = —4 ¢) tgz=—32 d) tgx =3

Oblicz tg? x + ctg? @ oraz tg’x + ctg’ x, jedli tga + ctgz = 3.

1. Funkcie trygonometryczne



Przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych

Na rysunku ponizej przedstawiono wykresy funkcjiy = z. y = sinx iy = tga.

Dla
4

~malyeh”

katow = wykres funkcji

= x jest dobrym przyblizeniem wy-

kresow funkeji y = sinx oraz y = tgz.
Na puv]ﬂad =

~ (0,0314108,
~ 0,0314263.

sin —— I{iD

tor i

& 100
Zwroc uwage, ze:

® jesli x > 0, to sinx < x,

® jeshi x € (0;5). to tgxr > .

[D] 1.

- 23 (),0314159. natomiast:

Nie korzystajac z kalkulatora, uzasadnij podang nierdwnosé.

a) sinZ < 0.2 b) tg® & > 0,09 ¢) sin® *';; < 0,032
Przyblizone wartosci funkcji sinus (dla Vi
~malych” z) mozemy obliczy¢, korzy- 1
stajac ze w:'-:m'u- w
.5 ) =5 .
sin ; :r-— ——r—— 0 1 \\{
S ¥ & o5 = 150 -
gdzie n! =1 -_-I.‘l-... ‘1
Na przyklad: ; Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji
sinZa 2 1(2) 4L (DY 0707 flz) =sinaiw(e) =2 — L+ &

Przyblizone wartosci funkeji cosinus
(dla ,matych™ ) mozemy obliczy¢, ko-
rzystajac ze wzoru:

o ae xt e 1= e z?
CORT ~= ]—?4—?—1 ?4—2—4
Na prayklad:
cos T~ 1-1(2)"+54(Z)" ~ 0,8660539.

Sal

szv od 0.00003.

=

sinus, korzystajac z powyzszych wzorow.

2. Sprawdz, czy blad podanego wyzej przyblizenia wartosci cos £

5| 3. Przerysuj do zeszytu i uzupelnij tabele
przyblizonych wartosci funkeji sinus i co-

N N

Na rvsunku przedstawiono wyklﬁx funkeji
-I

) =1—2=4 2=,

fle) =cosa i w(a

jest mniej-

5
Fis T s
x 10 7 ]
sin o VI 0,707
cosa /IR

Przyblizone wartasel funkeji trygonometrycznych

N

a2



I

*1.12. Funkcje trygonometryczne

sumy i réznicy katow

Twierdzenie
Dla dowolnych «, 7 € R prawdziwe sa ponizsze wzory.
sin(a + ) = sina cos 3 + cosasin 3 sinus sumy katow
ﬂill{:fl' = ,ﬁ) = sina cos 7 — cosasin 3 sinus rozniey katow
cos(a + 3) = cos e cos 3 — sin e sin [J cosinus sumy katow
cos{a — 3) = cos e cos 3 + sin a sin 3 cosinus réznicy katéw

Dowdd wzoru na sinus sumy katéow i1 wskazowki, jak udowodni¢ pozostale
wzory. zostal podany na str. 75.

Przykiad 1
a) Oblicz sin 75°.
Korzystamy ze wzoru na sinus sumy katéw,
sin 75° = sin (45" + 307) = sin453° cos 30° + cos 457 sin 30" =

:v@_xﬁ_l_ﬁ_
2 2 2

VB2
= s

o

b) Oblicz sin 5.

Korzystamy ze wzoru na sinus réznicy katow.

L =Sh(E — I =i T ens E — e Eein =
S111 m—!"-rll.l[:::t _I)—H]Ilgf_.ﬂh 1 COs 3 hlIl_l—
_ BB _1 VI B
2 2 2 9 4

Cwiczenie 1
a) Oblicz cos 75", korzystajac ze wzoru na cosinus sumy katow.
b) Oblicz sin 105", korzystajac ze wzoru na sinus sumy katow.

¢) Oblicz cos 5. korzystajac ze wzoru na cosinus réznicy katow.

Przyktad 2

Oblicz.

a) cos28° - cosl7 —sin28° - sin 17° = cos(28" 4 177) = cos45° =

b) sin3° - cos 33" — cos 37 +sin 33" = sin(3° — 337) = sin(—30°) = —sin 30° = —
3

b e L LT S 1oy — i & —
¢) SN - COS T + €08 7 - 8in =7 = sin(H7 + 7)) =sin 5 =1

"‘"’!fi:u

ha|=

1. Funkcie trygonometryczne



Cwiczenie 2

Oblicz.
a) sin85 - cos 25" — sin25° - cos85° ¢) cos 37 - cos 27 + sin 27 - sin 27
b) sin33° - cos 12° + sin 12° - cos 33° d) sin & - sin g7 — cos & - cos 37

Ze wzorow na sinus suny katow i cosinus sumy katéw bezposrednio wynikaja
wzory na sinus podwojonego kata i cosinus podwojonego kata.

Cwiczenie 3

Wyprowadz podane obok wzory na sinus po- Dla dowolnego a € R
dwojonego kata i cosinus podwojonego kata. sin 2a = 2 sin a coso

cos 2a = cos® a — sin’ a

Cwiczenie 4
Wykaz, ze dla dowolnego o € R:

a) cos2a = 2cos”a — 1, b) cos2a =1 — 2sin’ a.
Przykiad 3
Oblicz cos 2ev, jeshi sino = %
ol 2
cos2a =1-—2sin*a=1-— 2(%) =1-— % = %

Cwiczenie 5
Oblicz cos2a 1 sin 2ar, jesli:
1

5

a) sina =z oraz a € (0;5), b) cosa = —-“3 oraz « € (m; %—ﬂ'}

it

Przyktad 4

Oblicz sin Iﬂi i cos %

I} - - 2 4 n ¥
do wzoru cos2a = 1 — 2s8in” a1 otrzymujemy:

8

Podstawiamy o =

cosT =1—2sin”%

3 2
. [ 'ﬁ . : a i
sinf =¥5— lub sinf=-—¥—-

Sprzecinaose, bo sin= > (.

A/ 24 V2
= e

Po skorzystaniu z jedynki trygonometrycznej otrzymujemy cos = =

&

o
o
Cwiczenie 6

Oblicz sina i cosa. jesli:

a) cos2a = 3 oraz 2a € (0; %), b) sin2a = ‘%.E oraz 2 € (5:7).

1.12. Funkgcie trygonometryczne sumy | réznicy katow



2tg o i 3 k :
tg2ﬂ:=-l—_2' dla a# 5 +kr 1 a# T+, gdziek € Z.

—1ig° o
Dﬂw'id i e i E110 (¥
S sin2a  2sinocosa T - p::.':m _ 2tga
tg2a = cos2c costor —sinca ‘:”f""ijﬁﬂi""‘“ - 1—%’1‘.}% T 1-tgl o
(0] Cwiczenie 7 :
Udowodnij podane obok tozsamosci trygono- tg(a + 3) = tga + gl
metryczne. L=tgatel
tga — tg 3
. tg(ce — =
Cwiczenie 8 gla = A) L+tgatgs
Oblicz.
a) tg 15° b) tg 75" ¢) tg105° d) tg120°
D] Cwiczenie 9 _
N i . L. L ctg® a—1
Udowodnij. ze dla o 5 5=, gdzie k € Z, zachodzi tozsamosé ctg 2a = octen
i

Zadania
1. Oblicz *4111(3[}"' + 3) 1 sin(60” — 3), jesli wiadomo, ze:

a) sin g = ;; i e (0°:907), ¢) cosfd= TEli i #e (270°360°),

b) cos3=—2 i e (90°:180°), d) sinf =—4 i 8 € (180°;270°).
2. Oblicz cos(45° + ) 1 cos(60” — 3), jesli wiadomo, ze:

a) cos 3 = -'L? 1 g (0°907), b) sin3=—3 i 3 € (270°:360).
3. a) Oblicz sin(a+ 3) i cos(a + 3), jesli wiadumn 7e

sin o = ,.‘ iae (0:5) oraz cos 3 = -2ifle (5:7)

b) Oblicz sin(a — /7) 1 cos{a — [3), jesh wmd-::rnm 70

[&¥] !-.ﬁﬂ'

sina =—-081a¢€ { m:27) oraz cos 3 = —0,75 1 B € (m: 21)
c¢) Oblicz sin(a — [3) i cos(a + 3), jesli wiadomo, ze:
sina = i% i€ (§;m) oraz cos 3 = 5;—5 1 de [H.T’T:E?r}

@ 4. Uzasadnij, ze ponizsza zaleznosc jest tozsamoscig trygonometryczna.

a) sinasin 3 = l[{-r}: (a — ) —cos{a+ 3)] d) sin3a = —4sin” o+ 3sina
b) cosarcos # = [cos(a — 3) + cos(a+ 3)] e) cos3a = 4cos’ a — Beosa
¢) sinacos 3 = L[sin(a — 3) +sin(a + 8)] f) cosda =1—8sin*acos’a

== 0 1. Funkcie trygonometryczne



@ 5. Uzasadnij, ze ponizsza zaleznosc jest tozsamoscia trygonometryczng.

a) sin' @ — cos' @ = —cos 2a

b) sin' @ + cos’a = 1 — 1sin®2a
‘o —sin® B

2

¢) sin(a + 3)sin(a — 4) = sin

d) cos(a + 3) cos{a — ) = cos® a — sin” 3

6. Oblicz.

a) sin 12° cos 18° + cos 12°sin 18° ¢) sin 57 sin 37 — cos 57 eos 3x
8111 “eos 66" — cos " sin 66° cos 2 cos 2 + sin 37sin 27
b) sin 1117 cos66° — cos 111°sin66°  d) cos 47 cos 2r + sin 37 sin 2

7. Oblicz sin e, cos v, tg v, jesli wiadomo, ze:

a) cos2a =2 oraz a € (0:Z), ¢) cos2a = —1 oraz o € (7).

b) cos2a = 2 oraz a € (3F:2), d) cos2a = —3 oraza € (3F:27).
@ 8. a) Wyprowadz podane obok wzory.

b) Oblicz sin 55 i cos 5. |mﬁ %] = #.L'szfi

9. Oblicz sin 5 i cos . jesli wiadomo, ze:

"I‘ ‘_ﬂ'_
SI 9 |

a) cosae=: oraz a€ (0;3

s 27r).

b) sina = —2 oraz a € (7;:
[ ] 2

10. Przeczyta] podany w ramce przyklad.

Wyznacz zbiér wartosci funkeji f (.r: = Sin & + cos .

. 3
SINT + CcosST = \/E(-“"J— sinz 4+ 2 cos r) =

= \/—(5111 x cos & + cosxsin ——] V2sin(z +

Il

1 —cosa
2

9)

J-I“I

Zatem zbiorem wartodci funkeji f jest przedzial (—/2; V2 2}.

Wyznacz zbior wartodei funkeji f i naszkicnj jej wykres.

a) flx)=sinxr — cosx ¢ fzr)= V3sinw + cos

b) f(z) =sinz + V3cosx

d) f(x) =sine — V3cosx

Wskazowka, W podpunkeie b) zauwaz, ze f(x) = 2( sin . + Il:f.l'.'}b :)

11. Oblicz tg 2a. jesli wiadomo, ze:
a) tga= lz b) tga = V2—1. ¢)tga=+v2+1,

1.12. Funkecie trygonometryczne sumy | réznicy katow

d) tga = 2+ /3.

12. Oblicz tg(a + 3) i tg(a — 3). jesli tga = V2, a tg 3 = 2V2.

57 .



*1.13. Wzory redukcyjne

Wzory redukcyjne pozwalaja wyrazi¢ wartosei funkcji tryvgonometryeznych
dowolnego kata za pomoca wartosci funkeji trygonometryeznych kata naleza-
cego do przedzialu {U: 11)

0] Przykiad 1

Udowodnij wzor redukeyjny.

a) sin(Z + ) = cosa c) tg(£+a)=—ctga
S b 1 N SR

b) cos(£ + a) = —sina d) etg(Z +a) =—-tga

Skorzystamy ze wzorow na sinus sumy katow i cosinus sumy katow.

a) ::111( + m) =sin Fcosa +cosEsina=1-cosa+0:sina = cosa

ctg(EFE +a) =—tga

b) m&( + ﬂr) =cosFcosa—singsina=0-cosa—1-sina = —sina
o N Hlu(-.l--i—c'n) _eosa L
c) l-t,,(.‘E +a) = mﬂ(%+ﬁ) = ———— =g
e ; _'3“5(%'}"1) - —sinu__ e
% Ltg(j 3 ﬂ) a siu('g'—l-fr) ~ cosa g
Wzory redukcyjne
sin(—a) = —sina S (E ) = COS (v Eil'l(% .ﬂ-) = COS &
cos(—a) = cosa Lc}b(l,_;- ) = sin o u}s(-% u) = —sina
tg(—a) = —tga tg(3 —a) =ctga tg(Z +a) = —ctga
ctg(—a) = — ctg o -:tg(— - cr) = tga {tg( =} cr) —tga
sin(m —a) =sino sin(7 + ) = —sine
nf Ry =2 % ) A Wzory redukeyine moz-
cos(m — @) = — cos cos(m + ) = —cos o na stosowac dla tych ka-
tg(m — a) = —tga tg(r + a) = tga tow, dla ktéryeh dana
funkeja jest okreslona.
ctg(m —a) = —ctg o ctg(m + «) = ctga
sin(¥ —a) =—cosa  sin(%F+a)=—cosa  sin(2r —a) = —sina
ms(i}' - f.r] = —sino c:{}:'-:.(ﬁ.f + a) = sina os(2m — a) = cos o
tg(— = ﬂ:) =clga tg(%" + ﬂ) = —ctga tg(2r —a) = —tga

ctg(2r—a) = —ctga

(0] Cwiczenie 1
Udowodnij wzor redukeyjny.

a) sin(m —a) =sina b) cos(m — a) = —cos o c) tglr—a)=—tga

= 1. Funkcie trygonometryczne



W podanych wzorach redukeyjnych miare kata mozna przedstawi¢ w postaci

if + v, gdzie k € N oraz o € <U:_ :;;.') Zauwazmy, ze:

o jesli & jest liczba nieparzysta, to funkeja sinus
zmienia sie na cosinus, a funkcja cosinus — na
funkcje sinus (mowimy, ze funkcja zinienia sie na
cofunkeje). Analogicznie jest dla pary funkcji tan-
gens 1 cotangens;

o jesli k jest liczba parzysta, to funkcja pozostaje
bez zmiany;

o znak plus lub minus przed funkcja zalezy od tego,
czy wartos¢ wyjsciowe) funkeji jest dodatnia, czy

ujemna w danej ¢wiartce ukladu wspolrzednych.

sina >0 sina >0
coso < () cosa > ()

tga < 0 tga >0
ctgo << 0 clga >0
sin o << () sin oy < ()
cosa < () cosa > ()

tger > 0 teo < )
clga > 1) cltgae < U

Dla katow, ktéryeh miary podano w stopniach, wzory redukeyjne maja naste-
pujaca postac:

Wzory redukcyjne

sin(—a) = —sin w
cos(—a) = cosa
tg(—a) =—tga
ctg(—a) = —ctga
sin(180° — @) = sin &
cos(180" — @) = —cosa
tg(180" —a) = —tga
ctg(l80°—a) = —ctga
sin(270" — )
cos(270° — ) = —sina
tg(270° — o) = ctg a
ctg(270° — a) =tga

—COS ¥

Il

Przyktad 2
Oblicz sin 210°, korzystajac ze wzoru sin(270° — a) = — cos a.

sin 2107 = sin(270° — 60") = —cos 60" = —

sin(90° — o) = cos a
cos(90° — a) = sina
t2(90° — a) = ctg o
ctg(90° — a) = tg o
sin(180° + o) = — sin &
cos(180"+a) = —cosa
te(180° + o) = tg o
ctg(180" + ) = ctga
sin(270° + ov) = —cos o
cos(270° + o) = sina
tg(270° + a) = —ctga
ctg(270° + a) = —tga

b=

sin(90° + a) = cosa

cos(90° +a) = —sina
tg(90° + a) = —ctga
ctg(90° + o) = —tga

Wzory redukeyjne moz-
na stosowac dla tych ki-
tow, dla ktéryeh dana
funkcja jest okreslona.

sin(360°— a) = —sina
cos(360" — o) = cosa
tg(360° — a) = —tga
ctg(360°— a) = —ctga

Zauwaz, ze ten sam wynik otrzymamy, zapisujac kat 2107 w postaci 1807+ 30°
1 korzystajac ze wzoru sin(180° + a) = —sin a.

1.13. Wzory redukecyjne



G0

Przykiad 3

Oblicz {'{}a( 1—;'7,-}
Eﬂﬁ("j“ﬁ) = €08 -If:lr =
= cos(2m + -_51-71-] — .;,,;_-,5;:1
= cos(m +~}] = —cos T =
= 3%
2

Cwiczenie 2

cosl—ar) = COS

Korzvstamy z okresowosei funkeji cosinus.

coslT +a) = —cosn

Oblicz, korzystajae ze wzoréw redukeyjnych.

a) sin 240° d) cos T?r
b) cos 480" e) sin 2w
c) tg225° f) cosim
Zadania

g) sin(—3307)
h) tg(—210%)
i) tg(—315%)

1. Udowodnij wzor redukeyjny.
a) sin(m + a) = —sina

b) cos(m + a) = —cosa

) {fﬂﬂ(gﬁ + rr] = Sin o

d) ::‘ill(g*?r - fI) = — (0S O

2. Oblicz, lﬂ:urzystﬂja.t: ze wzorow redukeyinyvch.

a) EDE(—%‘.TF) blll(—é }
b) sin 27 e) cos(—2m)
¢) cosinw f) cos(—ilr)

g) sin 7 j) cos(—11x)
h) tg 2w k) ctg 3w
i) ctg(—In) 1) tg2n

3. Oblicz, korzystajac ze wzorow redukeyjnyveh.

a) sin 12(°
b} sin 135"
¢) cos 330"

d) cos 855"
e) cos84)"
f) sin660°

4, Oblicz, korzystajac z wartosci
podanych obok.

a) sin72°
b) cos 108"
¢) cos234"

d) sin 666

e) sin(—468°)
f) cos(—864")
5. Wiadomo, ze cosx = 1 oraz x €

K
a) sin(2E + z),

1. Funkcie trygonometryczne

b) cos(F -

g) tg510° j) sin(—870")
h) tg570° k) tg(—330°)
i) tg1035° ) ctg(—750°)

! 18" 367 54°
sin oy e lL‘!i—NE y’fiil
cosa  V10+2V5 Ef'1 V10-245

] 4
0: Z). Oblicz:
2] ¢) cos(E — ).



6.

[p] 10.

Oblicz.

a) 2sin 120" 4 4 cos 60°
b) sin420° cos(—3907)
¢) ctg120° + tg(—210°) f)

Oblicz.

a) sin 27 + cos(—%)

b) 6tg 3w cosim

¢) 8sin 2w cos(—37)

Przeczytaj informacje w ramce.

d) 4sin45° cos 135°

e) tg300° ctg 210
2cos 1207
ctg 120°

d) sin 27 + cos(—
e) sin*(—+w) + cos

f) sin % cos & —sin % cos

g) sin® 310° + cos? 310°
h) cos? 45" + sin® 225

tg 45° i) tg” 780° — Jetg® 4207

3T
7
v

In

G G &4

Wzory redukeyjne mozna uzasadnié¢, korzystajac z odpowiedniego prze-
suniecia wykresu funkeji trygonometryeznej. Ponize] przedstawiono
uzasadnienia wzorow: 5i11(% + .t:) = COS T OTaz Sill(%r + .1.'] = — COS T,

: _.};i RO Core (e TRER 1

N Y FsinEs

Wykres funkeji y = sin(§ + 2) pokrywa
si¢ z wykresem funkeji y = cosx.

Wykres lunkeji ¥ = Ein(%“ + &) pokrywa
sig z wykresem funkcji y = —cosa.

Uzasadnij wzor, stosujac odpowiednie przesuniecie wyvkresu funkeji.

a) cos(¥
Korzystajac z podanego obok frag-
mentu tablic wartodei funkeji trygo-

nometrycznych, oblicz:
a) sin413°,

b) cos 769",

¢) tgd97”,

d) sin589°,
¢) cos860°,
f) tg954".

Korzystajac ze wzoréw redukeyj-
nych. uzasadnij, ze wartosci funkceji
trygonometrycznych dowolnego ka-
ta mozna wyrazi¢ za pomocy warto-
ei funkeji trygonometrycznych kata
nalezacego do przedzialu (07 457).

+ 1:) =sinx b) cos(mr —x) =—cosx «c) tg(% +a) = —ctga

(x sin

COS O te o CHE o
31° 0,5150 0.8572 0,6000 1,6643
327 10,5299 0,8480 | 0,6249 | 1.6003
33°  0.5446  0,8387 | 0.6494 | 1,5399
34° | 0,5592 0,8290 | 0,6745 | 1,4826
35°  0,5736 0.8192 | 0,7002 | 1,4281
36°  0.5878 (.8090 | 0,7265 | 1.3764
37° 0,6018 0,7986 | 0,7536 | 1,3270
38°  0,6157 0,7880 | 0,7813 | 1,2799
39° | 0,6293 0,7771 | 0,8098 | 1,2349
40°  0,6428 00,7660 | 0,8391  1,1918
41° | 0,65661 00,7547 | 0,8693 | 1,1504

1.13. Wzory redukcyjne
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*1.14. Rownania trygonometryczne (1)

Przyktad 1
Rozwiaz réwnanie sin 2z = 1.

Podstawiamy = 2z 1 otrzymujemy rownanie pomocnicze sint = 1.

AV =1

7

Z wykresu funkeji sinus odezytujemy rozwiazania réwnania sint = 1:
t = 5 + 2km, gdzie k € Z
Wracamy do niewiadomej z:
20 = 5 + 2km, gdzie k € Z
=3+ knm, gdzie k € Z

Przyktad 2
Rozwigz réwnanie sin(2r — ) = %.
Podstawiamy f = 2x — £ i otrzymujemy réwnanie pomocnicze sint = %
~ S
3 : X i om W
- -
Z wykresu funkeji sinus odezytujemy rozwigzania réwnania sinf = %
t=%+2knw lub t= %?r + 2kw, gdzie k € Z
Wracamy do niewiadomej a:
x—2=5+2km lub 2z — £ =zn+2km, gdzie k € Z
2r =3 +2kw lub 2z =mw + 2kw, gdzie kK € 4
r=%+km lub v=F + km, gdzie k € &
Cwiczenie 1
Rozwiaz rownanie.
a) sindx =1 d) 2sin(2zx — %) = V2 g) Gsin(m — IF) =3
b) cos2x = —1 e) cos(3x+ ) = % h) 2sinme — V3=10
¢) cosdr = 3 f) cos(22+ L) =—3 i) 2cos2nzr+v2=0

1. Funkgje trygonometryczne



Przyktad 3
ODblicz sume dziesiecin najmniejszyveh dodatnich pierwiastkow rownania
sin®ax = 1.

sin“z =1, gdy sinr =1 lubsinzy = —1
Pierwiastkami réwnania sin® x = 1 sa liczby postaci: z = 5+ km, gdzie k € Z.
Suma dziesigcin najmniejszyvch dodatnich pierwiastkéw rownania jest réwna:
I+ (E+m)+(E+27)+...+(53+97) =10-2+ (1 +24...+ 97 =

= am + 45w = d0x

Cwiczenie 2
Oblicz sume dziesieciu najmmniejszych dodatnich pierwiastkéw rownania.

a) cos®x =1 b) 2sin“z =1 ¢) 4sinzy =3

Cwiczenie 3
Ile pierwiastkéw rownania nalezy do przedziatu (0:4m)?

funkecji tangens odezytujemy rozwiazania /
T

a) sin® 3z = 1 ¢) cos?(z — L) = 3 e) |[V2sin(z - %)| =1
b) 2¢cos*2z =1 d) sin*(x+ %) =3 £) [V3cos(z+Z)| =1.5
Przyktad 4 it Ed | - ik
Rozwiaz réwnanie tg 4o = /3. 1h | ] o ﬁ.'t'g? &
_ | 141, ) LI W
Zakladamy, ze dx # F + km, gdzie k € Z, A iE By
czyli & # £ + %2, gdzie k € Z. )lr 1 il ﬁ i
Podstawiamy ¢ = 4z i otrzymujemy row- ——— } Ty— 4 1=
nanie pomocnicze tgt = V3. Z wykresu /b1 1 | :
O Lz -
32 |
AT | 1
1 |
— A
| |
o ¢ W g
{ | S I B
| '|

|
tego réwnania: t = 3 + kw, gdzie k € Z. I;
Wracamy do niewiadomej x: 1
de =% +km, gdzie k € Z i 1 |
Al - . |
r= %.gdmekez b
Cwiczenie 4
Rozwiaz rownanie.
a) tg2x=—1 ¢) tg?2z =3 e) 3 tg(?u‘ -+ %) =3
b) 3tgwe = V3 d) 3tg* % =1 f) V6tg(3z—3) =3v2

Cwiczenie 5
Oblicz sume pierwiastkow rownania nalezacych do przedzialu (0; 7).
a) vtz =1 b) tg*dae =1 ¢) tg? (547 =1

1.14, Bdwnania trygonometryczne (1] 63



Zadania

1. Rozwiaz rownanie.

a) sinde = 1 *) 2cos(2¢0 —Z)=1 e) 2cos(Z —a) =—V2
b) 2sin(z+ %) =1 d) V2sin(f - I) = f) 2sin(3z— ) =+/3

2. Rozwiaz réwnanie.
a) tgde = —1 c) tg(2r —
b) tgba = V3 d) tg(3w + 2

e) 3tg(2+%)=-Vv3
f) \/ﬁctgfz:r:— 2)=-1

..-:-1'1
e —
Il

I
&I =[5

= |

)

3. Rozwiaz rownanie.
a) sin®dx =1 ¢) dsin®(x —

b) cos® 3z = 2 d) Geos?(x +

I
Lo o

e) |2cosdz| =1
I

1.
f) |sin2z—z|=3

oy =
T

4. Rozwiaz rownanie.
a) tg*(de — %) =1 b) 3tg*ne =1 ¢) ‘ffg:—l— ) =3

5. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Rozwiaz réwnanie sin” x = 3sin .
sin®a — 3sine =0
sinz(sine —3) =0
sing =0 lub sinxz =3
Rownanie sina = 3 jest sprzeczne. Réwnanie sinx = () jest spelnione
przez liczby postaci @ = kw, gdzie b € Z - jest to rozwiazanie rownania
WYJsciowego.,

Rozwiaz rownanie.
a) sinz = —sinx ¢) sinfr+4sinz=0 o) 4sinx =sinz
b) 2cos’ & = cosa d) 2cos’x —cosz =0 f) 3cos®x=4cosz
6. Rozwiaz rownanie.
a) tg?xr+tgxr =0 b) tg*z =tgz ¢) tgir = vV3tgax
7. Podaj rozwigzania réwnania nalezace do przedzialu (—m; 27).
a) 2sin’x =sinx ¢) dcosPz —cosz =0 e) V3tg?r+tgr=0
b) 2cos®r =+v2cosxz d) 3sine —4sin®z =0 f) 3tg®2x —teg20 =0

8. Rozwigz rownanie.

a) cos2x(l +tgx) =0 b) sinxtg2y =sinz ¢) cos2r = sindr

. G4 1. Funkcie tryvgonoretryczne



*1.15. Rownania trygonometryczne (2)

Przyktad 1
Rozwiaz rownanie 2sin” x +sina — 1 = 0.

Podstawiamy t = sinx, zakladamy, ze t € (—1:1), i otrzymujemy réownanie

kwadratowe:
W +it—-1=0

A=1+8=9 VA=3

-1-3 -14-3 1

f = i ]. 5 t — o Ty

‘ 4 . 4 2

Wracamy do niewiadomej z: sine = —1 lub sinz = %
y=sing | 4 tY

N

AN

Z wykresu funkeji sinus odezytujemy rozwiazanie rownania:

=]
) |-.,.-'l
=

il

I

h—l—l.
ot

r=3r+2kn lub =% +42kn lub z = 27 + 2knw, gdzie k€ Z

=

Uwaga. PowyZsze rozwiazanie mozna tez zapisa¢ w postaci r = & + %krr. gdzie k € Z.

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.

a) 2cos*w —cosa = 1 ¢) tgfx+2tgx+1=0
i 1
, = cost +cos“ x4+ 5
b) 2eos*a +Heosae+2=10 d) - = =
snr

Przykiad 2
- O . # ¥ F ¥ v
RozwiaZ réwnanie sin” x — cos” . — 1 = 0,
Korzystamy z jedvnki trygonometrycznej i otrzymujemy:

o 1 oy ; 4

sin“@ — (1 —sin®2) —1=0
D i
2sin*e—2=40

sinag =1 lub sine = —1

r =%+ km, gdzie k € Z
Cwiczenie 2
Rozwiaz rownanie.
a) 2cos’x + 4sin*z =3 ¢) 2cos?x +sin® @ =2cosx + 1

ot i ) » 2 .

b) 4cos*x —sin" o = —1 d) 24+sin“x=4—cos’x+cosx

1.15, Rdwnania trvaonomeatrvezne (2)



Przyktad 3
Rozwiaz rownanie 2sinxcosxe —sinae — 2cosae + 1 = 0,

Grupujemy wyrazy znajdujace si¢ po lewej stronie réwnania.

Wlaczamy wspdlny

sinz(2cosx — 1) — (2cosx— 1) =0
czvnnik.

(2cosx —1)(sine —1) =10
cosz =3 lub sing=1

r=-%+2kmlub x =% +2kr lub @ =5 +2kn, gdzie k € Z

b =

Zatem r &€ {—% + 2k, &+ 2k7, 5 + 2km: k € Z}.

Cwiczenie 3

Rozwiaz rownanie.

a) 2sinzcosy +2sinae —cosr—1=10

b) 4sinxcosx — 2cosx —2sinx+1=10

¢) 2sinxcosa — V3cosz +2sinz — V3 =10
d) 4sinzcosx + 2v3sine = 2v3cosx + 3

Przykiad 4
Wyznacz te pierwiastki rownania 4 cos 5z cos2x = 2cosTe + 1, ktére nalezg
do przedzialu (0; 7).
Korzystamy ze wzoru na cosinus sumy katow:
cos Tx = cos(br + 2x) = cos dx cos 2z — sin S sin 2
Zatem rownanie mozna zapisa¢ w postaci:
dcosdreos2r = 2cosdrcos 2r — 2sin dasin 2x + 1

2eosbhrecos2r +2smorsm2r=1

Z2eos(br —2z) =1 E*‘”"H}'F'm.”."" el
' cos{a — J) =
05 31 = ; _ : . B
COSoX = 5 = ¢os o 0os I 4 sin e sin .

3v=—% +2knm lub 3w = % + 2knw, gdzie k € Z

x=—Z4+2 yh z= :—} -+ i‘fi gdzie k € Z

] 3
Do przedzialu (0:7) naleza pierwiastki: v = Z. v = %ﬂ'. L= %?r.

Cwiczenie 4

Wyznacz te pierwiastki rownania, ktore naleza do przedziatu (0; 27).

a) 2sinbrsindr =1 — cos8x ¢) 2sindzcosx =sin2z — 1

b) 4cos3xzcose = 2cos2r + V3 d) 4sin bz cos3z = 2sin8x + /2

B G5 1. Funkcie trwaonormetryezne



Zadania

;

*7.

Rozwiaz rownanie.
i . 'j i W
a) 2sinr+3sinz—2=10

b) cos® x4+ Geosw + 5

d) cos?x + 2sinx = 1

0 e) 2sin’z —3cosz =3

¢) 2sinz —sinz =1 f) tg*x — -:\G’rg r+l1l=10

Rozwiaz rownanie.
a) sin2r = cosxr d) cos’ z —cos2x =1
b) cosx +sin2z =0 e) sin2xtge =sing

. o i
f) sinxcose = 55

¢) cos2x —sing = ()
Rozwiaz réwnanie.
a) 2sin2r +2sinzx = 2cosx + 1

i 4 2 & ! i
b) 2sin® z — sin® 2u = cos? 2x

d) sin® 2z + 6sin®x = 6
*e) 1+ sin2z = cos2x
2

4 .., ¥ i ... X .
¢) sin®2r —cos?2x =1—2sin°x *f) i(cosdr — 1) = cos?a

Znajdz liczby nalezace do przedziatu (0:27) i spelniajace réwnanie:

d) sin*z — cos*z =
4

a) sinx+cosx =1,

I

o= b=

b) sina —cosax = 1, e) sin' x + cos

¢) V3cosr +sinax = 2.

L
!

S
o
=
£

f) sin*z —cos?z =

Rozwiaz réwnanie.

¢) sin2r — V2eosa = 2sinae — 1

. 1
) sina — =tga —
a) sina e tga—1
1

COs &

d) cos2x =1+ 2v/2sin® x cos

b) tgx — 2sinx = 2 —

Wyznacz najwiekszy ujemny pierwiastek réwnania.
a) dsinbxrcosr — 28indr = 1 ¢) 2sin 2 cos” 2o — sin 2x cos 4o = 1

b) 2sin6rsin3z = 1 — cos Y d) sin® 2z + Lsindz = tg 2

sinf=sina & f=a+2kr lub = (7r—a)+2kr, gdzie k€ Z
cosf=cosa & F=a+2kt lub f=—-a-+ 2kr, gdzie k€ Z

Rozwiaz rownanie, korzystajac z powyzsze] wlasnosci.

d) cosdx + cos 3z = 0

N e T el g Y e
e) cos 3z — cos(a ﬁ) = ()
f) sin2z —sin(z+Z%) =0

a) sin3x —sin2z = ()
b) sindx +sin3x =0

¢) cosdr —cosdr =0

115 Rawnania trvoonomatrverng (29



Warto wiedziec

| E

Suma i roznica sinusow, suma i roznica cosinusow

Twierdzenie
Dla dowolnych «, 3 € R prawdziwe sa ponizsze wzory.

sin o + sin 3 = 2sin “’ﬂj - COS i;—ﬁr suma sinusaw
sina — sin J = 2sin == 3 - cos S8 roZnica sinuséw
cos e+ cos 3 = 2c0s “?i COS “—;i SHUINA COSINUSOW
coso — cos 3 = —2s8in ﬁ—;ﬁ sin _.E-E raziica cosinusow

Dowé6d wzoru na sum@ siuus&w

Niech z = “T 2 gy = 5 . Wowezas ¢+ ¢y = o oraz r — y = [J. Zatem:

sina +sin 3 = ﬁm{;r + y) +sin(z —y) =
=sinzcosy +cosrsingy + sinacosy — cosrsiny =

= 2sinxrcosy = 2sin ft+t o085 nﬂ_.-a

Dowody pozostatych wzorow przepmwadza sie analogicznie.

Przyktad

Rozwiaz rownanie sin S5x + sinaz = 0,

sindr +s8inx =

25in E'"";J' oS ;’;':_, L =  Korzystamy ze Wzort na suime sinusow,
= 2sin 3w cos 2w
Zatem zapisujemy rownanie w postact:
2s5in 3rcos2r = ()
sindr =0 lub cos2x =10
Jr=km lub 20 =75+ kr, gdzie k€ Z

= ETT lub z =%+ %"1 gdzie k € Z
1. Rozwiaz réwnanie.
a) sindx —sin2xr = sinx ¢} cosbx + sin Hx + cos 2r = sin
b) cosbr — sindx = cosx d) cosTe —sin7x = cosx —sinx

2. Korzystajac ze wzoru na sume sinnsow lub sume cosinusow, oblicz wartosé

wyrazenia:
a) 2cos70° cos 10° — cos 80", ¢) sin 37730 cos 7730,
b) 2sin 115" cos 70" — sin 1857, d) cos 52730 cos T30,

Wiskazéwka., W podpunkeie a) znajdz katy o i 3 takie, ze 232 = 707 i 252 = 107,

1 Fiimkrie tryoonomiat rurssmes
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*1.16. Nierdbwnosci trygonometryczne

Przyktad 1

Rozwiaz nieréwnosé sinz > 1,
P i 5 = 1Y it g
.....:_.....‘.. 181 PR RET LR L LR AR s T TEE Il o i 1 1 .:. y_ ;. E 4l
: H.Z T:"""' "4 O W X
| s Ay =sinxl

Z wykresu funkeji sinus odezytujemy zbidr rozwiazan nieréwnosci:
T E k) [~ - ,"Fi - et - -
T € <:-:- + 2km; ow + 2£?r}, odzie b € Z

Powyviszy zapis oznacza. ze zbior rozwigzan nierownosci jest suma wszystkich prze-
dzialéw postaci (£ + 2km; 27 + 2kw), gdzie k € Z.

Cwiczenie 1
Rozwiaz nieréwnosc.

g

a) 2sinz < 1 b) cosz > —2 ¢) cosr < —
Przyktad 2
Rozwiaz nier6wnosé cos® ¢ > 1.

Zauwaziny. ze nierdownoscé cos? r > 1 jest rownowazna dwém warunkom:
4 1

cosz < —= lub cosz > 2

Z wykresu funkeji cosinus odezytujemy zbior rozwiazan nierdwnosci:
x € (—% +2km; £ + 2kw) lub & € (57 + 2kw; 3w + 2kn), gdzie k € Z

OdpowiedZ mozna zapisa¢ prosciej: x € (--} + km; £ + k), gdzie k € Z.

Cwiczenie 2
Rozwiaz nieréwnosc.

a) 2sinr < 1 b) 4cos’x = 3 ¢) |eosz| < &

: -

Cwiczenie 3
Dla jakich x € (0; 27) zachodzi nieréwnosé?
a) 4sin®z > 3 b) 2cos’z < 1 ¢) |2sinz| < V2

1 16 Mlarfaam,es fFraererm et rus T s &0 T



Przyktad 3

Rozwigz nierownosé sin2r > =.

[l | =

Podstawiamy ¢ = 22 i otrzymujemy nieréwnosé sint = <. Z wykresu funkcji

b=

sinus odezytujemy:

t € (% + Zkm; 5% + 2kn), gdzie k < Z wyﬁm; &b st

Wracamy do niewiadomej x:
2z € (£ + 2kw; 2F + 2kmr), gdzie k € Z Pl RN
v€ (B +hm % +hr), gdze kel 1 weent )

A
e
e
2

Cwiczenie 4
Rozwigz nierdwnosé,

1

a) sindx < 3 b) sin2x < —3 ¢) sin® £ < d) cos?2z > §

rafs
b =

Przykiad 4 Y1

Rozwiaz nieréwnoéé tgr > /3.

3 i
T RS LA SR TR O

Zakladamy, ze x # 5 + kw. k € Z.
Z wykresu funkceji tangens odezytu-

H
]
i

e A e =t |

jemy zbior rozwigzan nierdownosci:
T E <1i + ki % + #r}._ gdzie k € Z /

Cwiczenie 5 — O
Rozwiaz nierownose, et
a) tgx < V3 c) tgxr > —1

b)tgx > 1 d) tgx < —“—f

el

U SO GO

. b- _'_,;1:1" — __ -
L ] |
—-vrr-—r—"r—l\.‘:‘i:'..-'—r-'—g—rr —

Cwiczenie 6
Rozwiaz nieréwnosé: a)tgr>1, b)tg*2x<1.

Cwiczenie 7
Dla jakich x € (0; 7) zachodzi nieréwnosé: a) tg2r <1, b) tgde > 17

Zadania

1. Rozwiaz nierdwnose.

a) 2sinz < V2 b) 2sinz > V3 ¢) 2cosx > —V3
2. Rozwiaz nierownosc.

a) sindr = ——% ¢c) 2cos2z 2 1 e) tgax < Lf

b) 2sin § < V3 d) %— v@t':ﬂﬂé <2 f) V3ctga < —1

N 1 Eiirmlemie $Fruammm s rrs e e s e
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Rozwiaz nierownosc.
a) sinx > 1 ¢) |eosz| < 1

b) cosx < 1 d)

sinz| = 1

Dla jakich x € (—m;7) zachodzi nieréwnoéé?

a) |2cosz| > 1 ¢) cos®x > 3

b) [2sinz]| > V3 d) 4sin“z < 1
Dla jakich x € (0;2r) zachodzi nieréwnos¢?
a) tgr < —1 ¢) tg?r—1<0
b) 3tgx > V3 d) tg?xz—-3>0
Na rysunku obok przedstawiono | Y

0 3
e) sin“xr <1

f) cosPxz > 1

e) dcos®2r—3 < ()
f) 2sin“2z—1>0

e) |3tg2x| < V3

£) [V3tgt| >3

wykres funkeji f(x) = sin 2i. Ko-
rzystajac z rysunku, podaj roz-

. . — o é x i
WilgZallle erownoscl, ttr 2 s

a) sin2x > %, b) sin2x < —? i

a) Na rysunku przedstawiono wykresy funkeji f(r) =sinx i g(x) = cosx.

Dla jakich @ € (—:3m) zachodzi nieréwnoéé sin x = cosa?

k- “Y a

[

b) Dla jakich x € (—m:37) zachodzi nieréwnosé sinx < — cos @7

Narysuj wykresy odpowiednich funkeji i odezytaj z nich zbior rozwiazan

nieréwnosei zawarty w przedziale (0;7).

a) sinx < tga b) sin2zx > cosx

Rozwiaz nierownose,

a) sinz + |sing| >1  b) 2cosz+ |cosz| < § ¢

Rozwiaz nierownose.

¢) |cosx| > sinx

sinz| - cosx > %

a) 2sin® 2 —3sinz +1<0 ¢) 2sin®x —3cosx > 3
b) 2cos?x — V2cosw > 2 d) Secosa < 4+ cos2x

Rozwiaz nieréwnoscé.

a) 3tg?z+2V3tgr < 3 b) tg*x —tgax <0

s TR = [ i T S ——
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*1.17. Zagadnienia uzupetniajgce

B Réznowartosciowoscé funkgji

Funkeja f: X — Y jest réznowartoSciowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdych dwdch roznych argumentow przyjmuje rézne wartosci.

Przyktad 1
SR A VA T b}:

BoE 3 L L .

J: ! - | I
1 1 P X

Funkeja f: R — R okreslona za po- Funkcja g: R — R okreslona za pomocy
mocy wzorn f(x) = i jest rézno- wzoru g(a) = L2 nie jest réznowarto-
wartosciowa. Sciowa.
Jesli & # o, to 30y # 0. Na przyklad —2 #£ 2, ale g(—2) = g(2).

Uwaga. Dowolna prosta rownolegla do osi OX (prosta o réwnaniu y = m) przecina
wykres funkeji roznowartosciowej w co najwyzej jednvm punkcie.

M Funkcje odwrotne

Jesli funkeja f: X — Y, gdzie YV jest zbiorem wartosei funkeji f (tzn. dla
kazdego y € Y istnieje « € X taki, ze f(z) = y), jest réznowartosciowa,
to istnieje funkecja ¢: Y — X taka, ze dla kazdego x € X zachodzi réwnosé
g(flx)) = x. Funkcje g nazywamy funkcja odwrotng do funkcji f.

Przykiad 2

Funkcja g: (0: 00) — (0:00) okreslona za po-
moca wzoru g(x) = / jest funkeja odwrot-
ng do funkeji f:(0:00) — (0;00) okreslonej
za pomocy wzoru f(xz) = 2%, gdyz dla kaz-
dego x € (0; 00) zachodzi réwnosé:

g(f(z) =gla®) =Val=1zx

Uwaga. Jedli funkcja g jest funkcja odwrotna do funkeji f. to funkcja f jest funkcja
odwrotna do funkeji g. Wykresy wzajemnie odwrotnych funkeji f i g sa do siebie
svinetryvezne wzgledem prostej y = @.

1. Naszkicuj wykresy funkeji f(z) = 2% i g(z) = V& — odwrotnej do f.

N e PR RS R T T ey Sy ]l e o
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M Funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych

e

u
s

fut

TIT N e e 1 L _E.l E == |
Rozpatrzmy funkeje f:(—3;%) — (—1:1)
okreslona wzorem f(x) = sinz (kolor nie-
bieski). Jest ona roznowartosciowa, a jej

: g s : ; 1
zbiorem wartosei jest przedzial (—1:1). &i

[l ]
|
|
|
I
-

e
5

Funkcja ¢:(—1;1) — (—%%} odwrotna —§% |
do funkeji f nosi nazwe arcus sinus i za- B 1
pisnje sie ja: g(x) = arcsinz (kolor czer- | 5
wony ). R i
Wykresy funkeji f i g sa symetryczne Wi

wzgledem prostej y = x. /

RN ———
; !
il | :

]

Przykiad 3

S e
a) sink =

e
b) sin(—%) = '—-"Eﬂ, wiee arcsin (-—.‘L) s

lec aresin+: =
Wige arcsin; = ¢

2l
W)=

2

2. Oblicz.

a) arcsin -5-’:2 b) ar{:ﬂil'l(—,

|

) ¢) arcsin(—1)

e

i

Rozpatrzmy funkeje f:{(0;w) — (—1:1)
okreslona wzorem f(x) = cosx (kolor nie-
bieski). Jest ona réznowartosciowa, a jej
zbiorem wartosci jest przedzial (—1;1).
Funkcja g: (=1:1) — (0;7) odwrotna do
funkeji f nosi nazwe arcus cosinus i za-
pisuje sie ja: g(x) = arccosx (kolor czer-
wony).

Wykresy funkeji f 1 g sa symetryczne
wzgledem prostej y = .

Przykiad 4
a) cosl) =1, wiec arccos]1 =0

T LI : L oy
b) cos E = 3, wige arccos 3 =
3. Oblicz.

a) al'(:(:c}ﬁi? b) arccos (— : ) ¢) arccos(—1)

ol

" o Ml SN AL JRCWTL Rl et |G o, gy e
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Rozpatrzmy funkcje f: ( %)
okre§lona wzorem f(x) = tga [Lult}r
niebieski). Jest ona réznowartosciowa,
a jej zbiorem wartosci jest zbidr liczb
rzeczywistych.

Funkcja g: R — (—-’2':: %) odwrotna do
funkeji f nosi nazwe arcus tangens i za-
pisuje sie ja: (@) = arctgx (kolor czer- bl _ = B
wony). 5 e ot o vy i
Wykresy funkeji f i ¢ sa symetryczne | ' : A
wzgledem prostej y = . ey
Zwroc uwage na to, ze wykres funkeji '
g(x) = arctgr ma asymptoty poziome

— M 3 gy —
Y= —35 LiY=1:

Przykiad 5

a) tg =1, wigc arctgl =% b) tg(-F) = -2, wiec amtg(_l;;) =

h.‘-|==|

v

|
I
[
! il L
fi
|
s

——--—-|--——|—|—---I

3
B

Rozpatrzmy funkcje f:(0;7) — R okre- AR
slona wzorem f(x) = ctgx (kolor Pt s
niebieski). Jest ona réznowartosciowa,
a jej zbiorem wartogcl jest zbior liczb
rzeczywistych.

Funkcja ¢g: R — (0: ) odwrotna do
funkeji f nosi nazwe arcus cotangens
i zapisuje sie ja: g(ax) = arcetgaz (kolor
CZETWOIY ).

Wykresy funkeji f i g sa symetryczne
wzgledem prostej y = .

Zwroc uwage na to, ze wykres funkeji
g(x) = arcctg @ ma asymptoty poziome
y=01iy=m.

Przykiad 6
a) ctg Z =0, wiec arcectgl = b) ctg & = V3, wiec arcctg V3 = =

4. Oblicz.
a) arctg/3 bh) a.rc-.’r.gi%ﬁ ¢) arctg (—1) d) arcctg i’?

PR L b im T e Ct i = e i L
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M Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katow — dowody

Rozpatrzmy katy o i 3 polozone tak jak

na rysunku obok, gdzie: Y1
a, 3, a+ 3 € (0°:90°) : /
Punkt A jest punktem przeciecia ramienia >
konicowego kata o+ 3 z okregiem jednost-
kowyim.
Prowadzimy odcinek AB prostopadly do
ramienia koncowego kata a, odcinki BC BM B
i AD prostopadle do osi QX oraz odeinek J
E B prostopadly do odeinka AD. A A
Kat EAB ma miare o (uzasadnij). @ D C 1 X

Boki trojkata OAB maja dlugosci:
|OA| =1, |OB| =cosf3, |[AB| =sin 4

. : c : :
Zauwazmy. ze :{B) B! = 8ln @, wiec:
I
|\ BC| = |OB|sina = sin a cos [
: . |.."’LE| e .
Podobnie A = oS, wiec:
|AE| = |AB|cosax = cosaxsin 3
AD . ,
oraz [|UA: = sin(a + ), wiec:

|AD| = |OA|sin(ex + ) = sin(a + 5)
Zatem otrzymujemy:
sin{fae + 3) = |[AD| = |ED| + |AE| = |BC| + |AE| =

sina cos (7 + cos a sin 3

@ 5. Korzystajac z powyzszego rysunku. uzasadnij. ze:
cos{a + (3) = cosacos 3 — sinasin 3, gdzie a, 3, a + 3 € (07 907)
Wskazowka. Rozpatrz dlugosci odeinkow O D, DC i1 OC.
@ 6. Wykaz prawdziwos¢ wzoru sin(a + 3) = sina cos 3 + cos a sin 3, gdy:
*a) a3 € (0°:90°) oraz o + 3 € (90°; 180°),
*b) a € (0°,90°) oraz 3, + 3 € (907: 180°).
[El 7. Uzasadnij wzory na sinus i cosinus roznicy katow. Skorzystaj ze wzorow
na sinus i cosinus sumy katow oraz wlasnosci:

sin(—3) =—sinfd i cos(—0F) =cos/3
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Zestawy powtorzeniowe

W Zestaw |

1. Podaj miare lukowa kata.
a) 40° b) 108

2. Podaj miare kata w stopniach.

a) 2 b) iw

3. Oblicz.

a) (sin30° 4+ cos 1207) - tg 9307
tg 495° — cos 330
c) cos(—H70%) - tg(—1230")

b) sin225° -

4. Oblicz.

a) Hll]( -”;T) FI‘)E%?T
} \/._2[11 %?‘ *,/Et{:,{ "T )
37

r} sin HT— Ech
' —tfﬂ-lrr

¢) 110° d) 144
¢) 2w d) ow
[” gin 120" 4+cos 300° = Hill[—'&gﬂc}

te(—2257)
e) (sin(—315") + 3 cos45%)°

f) SRA o0+ cos(~240F)

d) (sin ¥m +cos In) - tg(—3)
e) 3 (cos 37 + sin L)

f hll]:.[TI‘—EIUS:r
e
Exm

5. Wyznacz katy a € (—3607; 360°) spelniajace warunek:

a) sina = sin 157,

b) sina = —sin 15%,

¢) cosa = cosHH",

d) cosa = — cos 55°,

e) tga = tg85°,
f) tga=—1g85°.

6. Wyznacz kat a € (0°; 360°) spelniajacy warunki:

a) tea=1 i cosax <0,

b) ctga=—-1 1 cosa >0,

¢) sina= % 1 cosa <0,

i ]

.

d) cosax = Q i sina < 0,

e) sine = % 1 tga <,

Y aeliie oo I
f) sina=—% 1 ctga > 0.

7. Wyznacz rozwigzania rownania nalezace do podanego przedzialu.

a) sinx = a (557

&

b) sing = —-”;j, (73 27)
¢) sinzx =3, (0;%)
d) |si |1r|—% (—; 0)

e) cosr = "'F (—3:%)
f) ﬂﬂﬁ.‘t':—%—ﬁ, (%%ﬂ'}

g) cosx =1, (2m;dn)

(=33

*y

b=

8. Oblicz sume pierwiastkow réwnania nalezacych do przedziatu (0; 8x).

a) sinx = 5

b) cosz = —3

¢) sinz = 0.9 d) sinx =03

() —
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10.

11.

12.

13.

14.

17

18.

Vv

Wyznacz rozwiazania réwnania nalezace do podanego zbioru.

a) tgz=1, (%;3n) c) |tgz| = %_5 (2m; 2m) U (3m; 37)
b) tg*z =3, (—5:%) d) |etgx| = -‘;ﬁ, (—m:0)

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji okre-
sowe] f:R — R o okresie 2. Naszkicuj wykres tej
funkeji w przedziale (—4:4). Ile rozwigzan réwnania

v

f(x) =1 nalezy do tego przedzialu? 0| 1
Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej zbior wartosci i miejsca zerowe.
a) f(x) =sin(z—Z)+2 ¢) flz)=tg(lz—%) -1

b) f(z) = -1 — cos(z — %) d) f(z)=1—tg(z+ %)

Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometryceznyeh kata a, jesli:
a) sina = t—j 907 < e < 1807, ¢) sina = —%, 180° < a < 270°,

b) cosa = —7.:- 180° < v < 270°, d) cosa =1, 270° < a < 360°.

Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata a, jesli:
a) tga =3, 180° < a < 2707, ¢) tga=-—2, 270° < a < 360°,
b) tga = —%, S0 < o< 18, d) ctga=3, 0 <a< Il

Czy podana zaleznosc jest tozsamoscia trygonometryczng?

a) sinxcos® r +sin’ @ = sing ¢) 2cos’ztgr + 1 = (sinx + cosx)®
2L ; . cosx—1
b) tgzctge — sin® x = cos® d) (cosae —1)tge =sinz -
COs.\rC

Wykaz, ze funkcja f(z) = cos*  — 2cos® & — sin” z jest funkcja stala.

Udowodnij tozsamos¢ trygonometryczna.

1 1 l4ctg® a 1 sina
a) — S~ - d) — + ctg . =
: ) EI.II'3 o CDEE o CUSE H ) b=R I B g I—C{Jﬁ £
2 :

it tg<x—1 - 9 :

b 5111"3 F— oSt = 2—— e) sinreosr+ter =tegxicos“r+1
1 COS T sinx COos T l+ctgx
c) tgax = _ f : e
} & * Cosx 1—sinax } 1—cos? @ 1—sin? x coOsT

Podaj liczbe rozwigzan réwnania nalezacych do przedzialu (0:2m) w za-
leznosci od parametru m.

a) cosx+1=m b) 2sinz —1=m ¢)

sinx| 4+ 1 =m
Dla jakich wartosci parametru m rownanie f(x) = m ma rozwigzanie?

a) f(z)=1-—3sinx b) f(z) =|tgdz|—4 «¢) flz)= 2

| sin x—3|



Lasiawy powiorzeniowe .

v

W Zestaw Il

1. Oblicz.
a) sinld" - cos 15 d) sin 23" - cos 67" + cos 23" - 8in 67
b) cos?22,5° —sin® 22,5 e) cosb66 -sin 21" — sin 66" - cos 21°
¢) sin®75° —cos?15° f) sin82" -sin 52" 4 cos 82 - cos 52"

2. Czy podana zaleznosé jest tozsamoscia trygonometryczna?

10.

a) 1+ sina = (sin § 4+ cos §)* ¢) sin' a4+ 8cos’a = 8cos' a + 1
b) cosa = cos® 5 — sin” * d) sinatg(a+ §) + 2cosa =sina

Udowodnij tozsamosé trygonometryczna.

2 sin{a4/3)

) tg200 = —————— c) tea+tgd =
ﬂ) ie ctg o—tg a } go+ 18 cosca cos 3
. 1—tg* o sin{A—a)
b) cos2a = : d) ctgar —ctg f = ——=
) i 14+t o :] e I8 sine sin 3
a) Oblicz cos %, sinw, cosx oraz tgx, jesli sin£ = 2 i o € (7 3x).
g ; e 3l N SO -
b) Oblicz sin £, sinz, cosx oraz tgwx, jedli cos$ = £ i x € (3midn).
Oblicz.
a) sin 15" +sin 105"  b) cos15° + cos 75" c) ctgld” 4+ tg 105°

Oblicz sin 2z i cos 2z, jesli x € (5:7) itg(e + §) = —2cosz.

Wiadomo, ze sinz +cosw = £ iz € (£;2). Obliez:

a) sin 2z, b) cosx — sinz, ¢) tg2e.

Oblicz sin 3x 1 cos 3, jesli:

a) sina %ﬂ rE ([1;%), b) cosx = ‘;E T € [%w:?w}.

Naszkicuj wykres funkeji f.

a) f(z)=-2|sinz| ¢) f(z)=—4|cosz|+4 e) f{-‘rr = 4] sin 2z|
b) f(z) =|tgz|+3 d) f(r)=—[tgx|—2 f) f(z)=|tg§|—4
Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj liczbe rozwiazan rownania f(x) = m
nalezacych do przedzialu (0; 27) w zaleznosci od parametru m.

a) f(z)=sin2z—1 d) f(z)=2cosz + 3 g) flz)=1tgz—1
b) f(z) =sin2z2+1 e) f(z)=—-2cos(2z+ %) h) f(z)=tge+2
¢) flz) =3|sin2x| f) flz)=1+|sin(2e—F)| 1) flz)=—[tg2|-1
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12.

13.

14.

15.

16.

i 7

18.

19.

20.

Vv

e punktéw wspolnyeh maja wykresy funkeji f 1 g w przedziale (0; 27)7
a) f(z) =sinz, g(z) =2—sinz c¢) f(z) =sine+cosz, g(z) =2
b) f(z) =cosz, g(z)=1-sinz d) f(z)=sinz — V3eosz, g(z)=1

Uprosé wzor funkcji f 1 naszkicuj jej wykres.

a) f(x) = coszsin(f — z) + sin(—a) {_:ns({;— — )
b) f(zx) = cos(—x) siu(% F ;zr) + sin(m — x) L:Us(%} + J_-')

¢) flx)= rnq(%’: —x) cos(m — x) — sin(7 + x) fsin(%’— =t ;;_.-)

Rozwiaz rownanie.

a) 2cos(—3z) =1 ) 2511_1{21:—{— 1;) = —/3 e) Btg(% = .-r} — /3
b) 2sin(2z=7)=1 d) 2cos*(3zx+7) =1 f) tg?(2x+3)=3

Rozwiagz roéwnanie.

a) 2cos*r+ Hcosx =3 d) 5cos*x + Tsin*x =6
b) sin®x —sinz = 2 e) cos’r +5sinr =35

f) 2cos’xr = 3sinz — 1

¢) sin“x —3cosx =3

Rozwiaz rownanie.

a) sin’ z + cos’ x = cosdx d) sinxcos2z—sinx = % sin 4r—sin 2z
b) cos*z +cos*(x — %) =3 e) cosxcos 2z = sinxsin 2x + § cos 3w
¢) tgar +cos2r =1 f) sinecos2r =sin2x — sing

Wyznacz rozwiazania rownania nalezace do przedzialu (0; 2m).

¥

a) 2cos’r —cos®r =2cosx—1 *b) cosx + |cosx| =sin 2z

Naszkicuj wykres funkeji f i podaj je) wartosei najmniejsza i najwieksza.
a) f(z)=V2sinz+v2cosz  *¢) f(r) =cos’w+ |sinz| -sinx
b) f(z) = V3cosa —sinz *d) f(z) =|tge| ctge+sin2z

Wyznacz zbiér wartosei funkeji f(z) = 2cos® r — :ﬁ_— cos 2x, ktorej dziedzina

jest przedzial (0;27). Podaj rozwigzanie nierdéwnosci f(z) > %

Podaj rozwigzania nieréwnosci nalezace do przedziatu (0: 27).

a) sin(z — %) <z b) 2sin(x + 3) > 1 ¢) 2cos(5—x) < —/3

Wyznacz zbiér tych x € {—m; 27), ktore spelniaja podane warunki.
tgx < V3 2sinc+ 120 2sinz| < 3
a) b) {

sina >0 2cosx—1<0 |-;-.u5 #l <1



Zestawy powtarzeniowe

@ Sposob na zadanie

Przyktad
Rozwiaz réwnanie sin  + cosz = /2.

Aby rozwiazad to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby,

I sposob (Metoda analizy starozytnych)

Metoda analizy starozytnych rozwiazywania rownan polega na kolejnym
przeksztalcaniu réwnania wyjsciowego w ten sposob, aby kazde nastepne
réwnanie wynikalo z poprzedniego (nie musi by¢ mu réwnowazne). Zbior
rozwigzan ostatniego rownania zawiera wszystkie rozwiazania rownania
wyjsciowego. Na koniec nalezy sprawdzic¢, ktore liczby z fego zbioru spel-
niaja rownanie wyjsciowe.

Obie strony rownania sinz + cosz = 2 podnosimy do kwadratu.
sin” & + 2sinxcosa + cos r = 2 Zauwaz, ze nie sprawdzilismy. czy obie
1 4 sin Za = strony rownania maja ten sam znak.,
sin2x =1
Zatem 2x = 5 + 2km, gdzie k € Z, czyli x = § + kmr, gdzie k € Z.
Teraz sprawdzimy, ktére z otrzymanych liczb spelniaja rownanie wyjsciowe.
Dla k = 2n, gdzie n € Z:
sing + cosx = -~111( + 2n7) + {‘{H(
sin§ + cos§ = —“;: +
Dla k = 2n + 1. gdzie n € Z:
sinx 4 cosz =sin(E + (2n 4+ 1)7) + cos(Z + (2n + 1)7) =
2 am(% + En"r) + {{Jb(-ﬂ' + 2'mr) = St :;71' + cos #}ﬂ' =

% L = —v”_ S PrEecenose

Zatem jedynymi rozwiazaniami réwnania sa liczby @ =

+ Qw?ﬂ') —

_-hl"—'l

I

I
i<

% + 2nm, gdzie n € Z.

I1 sposob
Zauwaz ze:

:.‘1

sin(;r - Ej) = SIn I cOs :L + COST :-_:in"';lrv = X=ginx + -"i CORT =

Zatem:

_F(*-m T + Cos )

sina + cosx = \/@Sill(;:? +Z)
sinz +cosr = V2 & V@Eil](ﬂ-’ + 1}) =2 & sin(x + :1‘) =]
z+ 5 =%+ 2nw, gdzien € Z
Odpowiedz: & = 5 + 2nmw, gdzie n € Z

79 —
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Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdymm zadaniu tylko

jedna odpowied? jest poprawna.

1.

10.

Tl

1 s = = 1 [ - O
31 T k@t - 1TNOZe miec miare.

Il

Jeshi sina

A. -390, B. 7807, C. 1650°, D. 1950°.
Jesli sina = —1 i a € (m: 2n). to

A a=E, B. o = 27, C. a=Im, D. a = 37.
Jesli cosx = —%_,E i tgx > 0. to wyrazenie cos® ¢ + sin « jest réwne:

A. 52, B. -1, C. L, D. &3,
Jedli tg? a = 3, to sin® 2a jest réwny:

A2 B. L, c. L ik

Jesli cosw = —% 1 @ € (m:37), to cos £ jest rowny:

F

! .3 V2tV _y/2t2
A. =, B. =3 O D. —
Wyrazenie sin 7730 - cos 52730 — sin 52730 - cos 7°30" jest réwne:

1 V2 V3 V3
A, —=, B. — =, G, %%, D, %,

Niech a = cosTd" + cos 1657, Liczba a nalezy do przedzialu:

A. (—1,5;-0.7), B. (—0.7: -0.5), C. (—0.5;0), D. (0;0.,5).

i g(x) =tgx, gdzie x € (0;997) i x # § + kw dla k € Z. Wowczas n jest
rowne:

A. 98, B. 99, C. 100, D. 198.

Niech n bedzie liczba punktéw wspolnyeh wykreséw funkeji f(x) = cosx

Tozsamoscia trygonometryezna jest wyrazenie;
: 1—sin2a
A tgPa = —7—

" 1—c0s 20

O 0o =2
& l4cos2a

l+cos2a

1—cos 2¢x

1+gin 2’

; 1+sin 2 ;
B.tetio= PR E S D. tga =

1—sin2a’
Dokladnie cztery rozwiazania w przedziale (—27; 27) ma roéwnanie:

A 2costz =1, B. cos’z =1, C. 2sinx =1, D. sinz = 1.

Najmniejsza liczba naturalng spelniajaca nierownosé tg 5 > V'3 jest:

A. 1, B. 2, C. 3. D. 4.



Zadania testowe

@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-4 odpowiedZ ma postac¢ trzyeyvirowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)

Punkt P(—B.—ﬁ ) nalezy do ramienia koncowego kata «. Oblicz wartoéé
wyrazenia tg a-+cosa. Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku otrzyvmanego
wyniku,

Zadanie 2 (2 pkt)

Zakoduj cyfre jednoseci i pierwsze dwie cyfry po przecinku rozwiniecia dzie-
sietnego liczby:
sietnego liczby £ BR5® —sin 675°
sin 4957 42 cos TH()

Zadanie 3 (2 pkt)
Dany jest kat @ € (5: ) taki, Ze tgx = —3. Wyznacz cosinus kata z. Zakoduj
pierwsze trzy cyfry po przecinku otrzymanej liczby.

Zadanie 4 (2 pkt)

Liczba a jest najmniejszyim dodatnim pierwiastkiem réwnania;
2sin2rr—-1=0

Zakoduj pierwsze trzy cylry po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby a.

Zadanie 5 (4 pkt)
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = 2|sinx| - cosz dla & € (0:27). Okresl liczbe
rozwigzan rownania f(x) = m w zaleznosci od parametru m.

Zadanie 6 (4 pkt)
Wyznacz liczby x € (—2m; 27) spelniajace réwnanie sin 2z — cos 2z = 1.

Zadanie 7 (4 pki)

Oblicz sume pierwiastkéw réwnania 2sinz + 1 = V3cosz nalezacych do
przedzialu (0: 47).

Zadanie 8 (4 pkt)

Rozwiaz réwnanie 2 sinx cos 2r + sin o = 2sin 2o cos 3.

Zadanie 9 (5 pkt)
Dla jakich wartosci parametru a € (0: 7) rownanie:
(2cosa — 1)z* —dx +4decosa =0

ma dwa rozne pierwiastki?

Zadanie 10 (6 pkt)
Dla jakich wartosci parametru a suma kwadratow dwoeh réznych pierwiast-
kéw réwnania x* + 4z sina + 2cos 20 = 0 jest wigksza od 87
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= 2 1. Funkcie trygonometryczne

2 Geometria analityczna

Dzieki wprowadzeniu ukiadu wspolrzednych, w ktérym punktom plaszezyzny
odpowiadaja pary liczb (2z.y), problemy geometryczne mozna rozwiazywad
metodami algebraicznymi.

Uklad wspolrzednych wykorzystywany jest takze w geografii. Okreslajac polo-
zenie punktu na kuli ziemskiej, podaje sie jego szerokosé i dlugosé geograficz-
ng, np. polozenie latarni morskiej na wyspie w archipelagu Utklippan w Szwe-
cji — szerokosé geograficzna: 55°57'10"N, dlugosé geograficzna: 15742'06"E.



2.1. Odlegtos¢ miedzy punktami w uktadzie
wspotrzednych
Odleglos¢ miedzy punktami A i B jest rowna dha-

gosdci odeinka AB,
Rozwazmy punkty A(zy.yi) 1 Blxa.ye) w prosto-

katnym ukladzie wspolrzednych. Odleglosé miedzy i
nimi mozemy obliczy¢, korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa; _
ABJ? = (25 —21)% + Uy ) g o >
l | 2 1} (2 — 1) ol 7 ) e
Twierdzenie

Odleglosé miedzy punktami A(x,y,) i B(re, y») wyraza sie za pomoca
WZOI'U:

|AB| = /(22 — 1)* + (32 — 11)?

Przyktad 1
Oblicz odleglosé¢ miedzy punktami A(2.5) 1 B(—1,1).

AB| = /(-1-2)2+(1-52=v0+16=

5
e
I

(]|

Cwiczenie 1

Oblicz odleglosé miedzy punktami A 1 B,

a) A(—=3.-1), B(-5,-1) ¢) A(3.-2%), B(3.-1)

b) A(5.-63), B(—7,—13) d) A(3+V3,vT). B(V3. -4+ V7)

-..I

_—
1 1

Cwiczenie 2 IV 0% ol . < . T
Oblicz obwody tréjkatow A L& WS
ABC i DEF przedstawio- i =3 7 /\

nych na rysunku obok.

Cwiczenie 3
Sprawdz, czy trojkat ABC jest rownoramienny.
A(1.3), B(6,4), C(4.-1) ¢) A(=3.-3), B(12.-3). C(6,9)
b) A(0,0), B(4,-1), C(3,3) d) A(=1,0), B(2,v3). C(2—/3,V3)
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Przyktad 2
Sprawdz, czy trojkat o wierzcholkach A(—2,—4), B(4.2) i C(1,5) jest prosto-
katuy.

|AB| = V4 — (=2))2+ (2 — (—4))2 = V36 + 36 = VT2
IAC] = /(1 — (=2))2+ (5 — (—4))2 = vO+ 81 = V90

|BC|=+/(1—4)2+(5—2)2=v9+9 =118
Zauwazmy, ze: |AB|* + |BC]* =72 4+ 18 = 90 = |AC|>.
Zatem z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wyvnika, ze trojkat

ABC jest prostokatny.

Cwiczenie 4
Sprawd#, czy trojkat ABC' jest rownoramienny. Czy jest prostokatny?

a) A(—1,2), B(4,1), C(2,4) c) A(1,1). B(5.3), C(—1,6)
b) A(-3,0), B(1.—4), C(5,4) d) A(—4,0), B(—1.-3), C(5,3)
Zadania

1. Ktoéry z czworokatéw KLMN i PQRS
(rysunek obok) ma wigkszy obwad?

2. Ktéry z odeinkéw AB i CD jest dinzszy?
a) A(1,-2), B(4.4), C(2,2), D(8,-2)
b) A(-2,3), B(4,1), C(~1,1), D(4,6)
¢) A(3,-2), B(8,-2), C(-2,2), D(2,5) E 1L

3. Sprawdz, czy trojkat ABC jest prostokatny.
a) A(3.0), B(—6,8), C(-2,-2) b) A(—5,-1). B(4,1), C(3,5)

4. Sprawdz, ezy trojkaty ABC 1 DEF sa przystajace lub podobne.
a) A(2,2), B(8,5), C(1,4), D(-2,0), E(4,-3), F(5.-1)
b) A(—1,1), B(2,5), C(0,4), D(4.4), E(0,2), F(—2,—4)
¢) A(1,-1), B(3.2), C(-1,3), D(0,3), E(—4,-3), F(4,-5)

5. Oblicz obwod oraz wysokosca trojkata, ktorego jednym z wierzcholkéw jest
punkt przeciecia prostych:
a)y=x—11iy= —+x+5, a pozostale wierzcholki sa punktami przeciecia
tych prostych z nsia_,'f)}".
b) y=ax+21iy=3r— 06, a pozostale wierzcholki sa punktami przeciecia
tych prostych z osia OX.



6.

10.

1

12,

2.1. Odleglos¢ miedzy punktami w ukladzie wspolrzednych

Oblicz obwod, dlugosci przekatnych oraz wysokosé rombu ABCD.,

a) A(—3.0), B(0,1), C(1.4), D(—2.3)

b) A(—5.-2), B(2,-1), C(7.4), D(0.3)

Wyznacz wspolrzedne punktéw nalezacych do prostej 1, ktoryeh odleglosd
od punktu P jest réwna d.

a) iy =2x—2, P(5,3),d= 10 b) Ly=—a+6, P(3,2),d=+13

Dane sa punkty A(—2,2) i C'(5,3). Oblicz wspélrzedne wierzchotkéw B
1 D prostokata ABCD, jesli naleza one do prostej o rownaniu y = 4 — .

Dane sa wierzcholki A(—4.2), B(8, —2) i C'(6.4) trapezu rownoramiennego
ABCD o podstawie AB. Oblicz wspoélrzedne wierzchotka D.

Przeczytaj podany w ramce przyvklad.

Wyznacz rownanie krzywej, do ktorej nalezag
punkty réwno odlegle od osi OX i punktu (0, 1).

Niech P(x.,y) bedzie punktem spelniajacym wa- ¥ P(a.y)

runki zadania. Odleglos¢ punktu P od osi OX A

jest rowna: ;x :
Viz—z)* +(y—0) = y| / |

a odleglos¢ od punktu (0,1): 1‘,." |

V=02 +(y—1)> = /a2 + (y — 1)° :JI

_ i ; O 1 (x0) X
Otrzymujemy zatem réwnanie:
|-y| \/J (y — 1 (bie strony rownania sy dodatnie.
St';.!_(l HE — -rE y — 2:4'} + 1, {??‘5’11 i = j.;.' 2 1= Tfi
Szukana krzywa jest parabola o réwnaniu y = % r? + %

Wryznacz réwnanie krzywej, do ktorej naleza punkty rowno odlegle od
osi OX i punktu: a) (0,—4), b) (4,6).

Wyznacz rownanie krzywej, do ktorej naleza punkty réowno odlegle:
a) od prostej y = —2 i punktu (2.6),
b) od prostej y = 5 i punktu (—4,—1).

Wyznacz réwnanie krzywej, do ktore] naleza punkty réwno odlegle:
a) od osi OY i punktu (2.0),
b) od prostej x = 4 i punktu (2, —4).
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2.2. Srodek odcinka

Jezeli znamy wspolrzedne koncow odeinka, mozemy wyznaczy¢ wspolrzedne
jego srodka.

Srodek odcinka

Srodkiem odeinka AB o koficach w punktach
Al yy) 1 Blxs, ys ) jest punkt:

g(:l'-l +xo Y +‘y-.z)

22 .
%

Przykiad 1
Wyznacz wspolrzedne srodka odeinka AB, jeshi A(=3,2) 1 B(5, —4).
Srodek odeinka AB ma wspoélrzedne: (43; % 2 ; 4) ={1;—1)
Cwiczenie 1
Wryznacz wspolrzedne srodka odeinka AB.
a) A(—2,-1), B(6.3) b) A(—4,1), B(5,—8) ¢) A(3,—2); B(3,3)

Przyktad 2
Punkt S(1.5) jest Srodkiem odecinka AB. Wyznacz wspoélrzedne punktu A.
jesli punkt B ma wspolrzedne (—3.4).
Niech punkt A ma wspolrzedne (x,.y, ), wowezas:
By =% » MybEd e
s 1= L g )
ry—3=2 1 y+4=10

Cwiczenie 2

a) Dany jest punkt A(5.8). Wyznacz wspélrzedne punktu B, jesli punkt
S(—1,—3) jest srodkiem odecinka AB.

b) Punkt S(2.1) jest $rodkiem odeinka o koticach A(x.—2) i B(7.y). Oblicz
dhigoscé odeinka AB.

¢) Punkt S(1,1) jest $rodkiem odcinka o konicach A(x,y) 1 B(x + y.x — y).
Oblicz dlugosé odeinka AB.



2.2. Srodek odeinka

Cwiczenie 3

Punkty P(—3,2). @(—1.0) i R(1.4) sa srodkami bokéw trojkata ABC. Wy-
znacz wspolrzedne wierzcholkéw tego tréjkata oraz rownania prostyveh zawie-
rajacych jego srodkowe.

Przypomnijmy. ze symetralng odcinka AB jest prosta do niego prostopadla
i przechodzaca przez jego srodek. Jest ona zbiorem punktow, ktoryeh odle-
glodei od punktow A i B sa rowne. W ponizszym przykladzie przedstawiamy
dwa sposoby wyznaczenia réwnania symetralnej odeinka.

Przykiad 3
a) Wyznacz rownanie symetralnej odeinka o koncach A(—2,3) i B(6.—1).
o T

Obliczamy wspolezynnik kierunkowy prostej

y = ax+b, w ktérej zawarty jest odcinek AB: 4 |
N
T 8-(=2y B 2

Syvmetralna odcinka A B jest do niego prosto-
padla, wiee jej wspolezynnik kiernnkowy jest
rowny 2.

Wryznaczamy srodek odcinka AB:

5.(-2-|—ﬁ :5—1):[2!1:] : /

e 4 B
Podstawiamy wspolrzedne punktu S do rownania prostej y = 2a + b
1=2-240b, stad b= -3

Zatem symetralna odcinka AB opisana jest rownaniem y = 2o — 3.

b) Wyznacz rownanie symetralnej odeinka o koncach A(—2,2) i B(4,0).
Punkt P(x,y) nalezy do symetralnej odcinka AB, je§li |[PA| = |PB|, wiec:
VE-22+ -2 = /-2 +¢
(z+2)°+ (y—2)° = (z —4)* + ¢
P rdr+A+yt —dy+d=a*—8x+16+y*
—4y=—12z +8

Zatem symetralna opisana jest rownaniem:
gy =30 =12

Cwiczenie 4
Wyznacz rownanie symetralnej odeinka AB.
a) A(1,8), B(6,4) b) A(-2,6), B(10,0) ¢) A(—2,-3), B(4,-1)

57 .
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Zadania

1.

Ip] 10.

Oblicz odleglosé srodka odeinka AB od poczatku ukladu wspolrzednych.
a) A(1,6), B(-7,2) b) A(-7,7), B(11,1) ¢) A(9,V7), B(—4,—vT)

Dany jest punkt A(4,5) oraz punkt § bedacy érodkiem odcinka AB, Wy-
znacz wspolrzedne punktu 5.

a) S(—2,3) b) S(6.7) ¢) S(-3,1)

Dany jest punkt A(—4, —3). Oblicz dlugosé odcinka AB, jesli:

a) jego Srodkiem jest punkt (—1,—2), Vi B
b) jego srodek lezy na osi OX, a odcieta punk-

tu B jest rowna 2. '8

Obliez dlugosei przekatnych rombu o wierzchol-

kach 0(0.0), A(4.2), B(6.6) i C(2,4) (rysunek A
obok). Oblicz pole prostokata, ktorego wierz- 1

cholkami sa srodki bokéw rombu OABC, o 1 X

Dany jest prostokat o wierzcholkach A(—4, —3), B(8,3), C(6.7)1 D(—6,1).
a) Oblicz obwod prostokata ABCD.

b) Oblicz obwdd rombu, ktérego wierzcholkami sa Srodki bokéw prosto-

kata ABCD.

Wyznacz wspolrzedne srodkéw odeinka AC 1 odeinka BD. Czy czworokat
ABCD jest rownoleglobokiem?

a) A(-2,-1), B(17,2), C(18,5), D(—1,2)
b) A(1,-1), B(7,1), C(8,5), D(2,2)
Punkty A(1,2), B(—1,—-1) i C(5.2) sa wierzcholkami réwnolegloboku

ABCD. Oblicz wspolrzedne punktu S bedacego srodkiem odcinka AC
oraz wspolrzedne wierzcholka D.

Wyznacz réwnania prostych zawierajacych srodkowe tréjkata ABC.
H'} A( _Q- 3}1 Bf4‘ i 1]" ("[:2‘ T) h) ‘4(_31 -3) B{B‘ - 1,}‘ C(_]-- 5}

Oblicz pole trojkata, ktorego srodkami bokow sa punkty P(1,0), Q(—2,3)
i R(—4,1).

Punkty A(2,—4) i C(—1,—1) sa wierzcholkami rombu ABC'D. Uzasadnij,
ze przekatna BD tego rombu jest zawarta w prostej @ —y — 3 = 0.



11.

12.

13.

14,

15.

16.

1

18.

19.

2.2, Srodek odeinka

a) Przekatne kwadratu przecinaja si¢ w punkcie (2, 1), a jeden z jego wierz-
cholkéw ma wspolrzedne (1, —2). Oblicz pole i obwdd tego kwadratu.

b) Pole kwadratu jest réwne 58, a jeden z jego wierzcholkow ma wspol-
rzedne (—2, —3). Oblicz wspélrzedne punktu przeciecia przekatnyeh kwa-
dratu, jesli wiadomo, ze punkt ten nalezy do prostej y = = — 4.

Odcinek AB lezacy na prostej k ma dingoéé d. Srodkiem tego odeinka jest
punkt S. Wyznacz wspolrzedne punktow A i B.

a) k:y =, d=4v?2, 8(3,3) b) kiy =3z +2,d=10, 5(12,11)

Wyznacz wspétrzedne wierzchotkow B i D czworokata ABC D, jesli wia-
domo, ze:

a) jest on kwadratem oraz A(—3,5) 1 C(5.1).

b) jest on rombem oraz A(1,-3), C(9,5) i |BD| = 2|AC]|.

Pole rombu ABC'D jest réwne 32. Wyznacz wspolrzedne wierzcholkow B
i D, jesli wiadomo. ze:

a) A(—4,-2), C(4,6), h) A(2,3), C(4,1).

Wyznacz réwnanie symetralnej odeinka AB.

a) A(-2,-1), B(4,1) b) A(-1,3), B(5,—1)

a) Prosta y = 2 — 1 jest symetralna odcinka AB. Wyznacz wspélrzedne
punktu B, jesli A(—1,5).

b) Prosta y = xr — 2 jest symetralng odcinka AB. Wyznacz wspolrzedne
punktow A i B, jesli wiadomo. ze |AB| = 4, odcieta ésrodka odcinka AB
jest rowna 2, a punkt A lezy w I éwiartee ukladu wspoélrzednych.

Punkty A(—3.1) 1 B(2, —1) sa wierzcholkami tréjkata ABC. Bok AC jest
zawarty w proste] iy = 2x+7, a jedna ze srodkowych tréjkata ma rownanie
y = r+4. Oblicz wspolrzedne wierzcholka C' 1 wyznacz réwnania prostych,
w ktoryeh sa zawarte pozostale boki tego trojkata.

Boki AB i AC trojkata ABC zawieraja sie odpowiednio w prostych
o= -——%:r iy = r+ 3. Oblicz wspélrzedne wierzcholkow tego trdjkata,
jesli dany jest srodek S(4,1) boku BC.

Punkty A(2,0) i C'(4.2) sa wierzcholkami rombu ABCD o boku dlugosci

25, Wyznacz wspélrzedne pozostalyeh wierzcholkéw tego rombu i oblicz

jego pole.

5% .
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jemy, ze jego odleglosé od tej prostej jest rowna zero.

2. Geometria analityczna

2.3. Odlegtosc punktu od prostej

Przypomnijmy, ze odlegloscia punktu P od prostej [ na-
zywamy dlugosé najkrotszego odcinka laczacego punkt P
7z punktem na prostej [ (odcinek ten jest prostopadly do
prostej 1). Jesli punkt P lezy na prostej [, to przyjmu-

Przyktad 1
Oblicz odleglod¢ punktu P(4.2) od prostej y = 2x — 1.

Wryznaczamy rownanie prostej | przechodzacej przez Y
punkt P i prostopadlej do proste] y =2r — 1. Ma

ona rownanie postaci y = —.—;.:r + b. Podstawiamy do

tego rownania wspolrzedne punktu P i otrzymujemy |
2= —:_f— -4+ b, czyli b = 4.

Zatem [: y = —zx + 4.

Rozwiazujemy uklad réownan: 1l
.U = 2:]'.’ == 1 f:_’j

i otrzymujemy wspolrzedne punktu przeciecia si¢ prostych: (2, 3).
Obliczamy dlugodé odeinka PQ):

IPQ|=(2-42+(B3-22=5

Zatem odlegloéé punktu P od prostej y = 2r — 1 jest réwna /5.

Cwiczenie 1
Oblicz odleglod¢ punktu PP od prostej [.
a) FPl(51); Hy== b) P(—1,3), Ly=32x—4

Jezeli metode opisana w przyvkladzie 1. zastosujemy w przypadku ogélnym, to
otrzymamy wzor na odleglosé punktu od proste;j.

Odleglosé¢ punktu Plzg, yo) od prostej [ o réwnaniu ogolnym:
Av+ By+C =10

wWyTaza sie za pomocs Wzoru:
d = [AzotByo+C]|

\/ A%+ B2




2.3. Odleglose punktu od proste

Przykiad 2

Oblicz odleglosé¢ punktu P(5,—1) od prostej y = —%.s =2,

Aby skorzysta¢ ze wzoru na odleglos¢ punktu od prostej. réwnanie prostej
zapisujemy w postaci ogolnej:

o +3y—6=0

i odezytujemy z niego wartosci wspolezynnikow: A = 4. B =31 C = —6.
Wartosci te razem ze wspoélrzednymi 9 = 51 yy = —1 podstawiamy do
WZOI;

qd— 4:5+8-(-1)-6] _ [20-83-6] _ 11

P B

Jeie | V®

Cwiczenie 2
Oblicz odleglosci punktow A(0.3), B(—1,0) i C(—1,3) od prostej /.

8] byg—o=1 b) :3c—y—T=0 c) iy=—32+25
Przykitad 3

Punkty A(—1.0), B(1,2) i C(2,-2) sa wierz- Y
cholkami tréjkata ABC. Oblicz pole tego tréj- B
kata.

Pole trojkata obliczymy, korzystajac ze wzoru
P = ja-h. w ktérym a = [AB|, a h jest odle-
glodcig punktu C' od prostej AB.
a=+(1-(-1))2+(2-02=v8=2V2
Wyznaczamy rownanie prostej AB: y=a+1
1 zapisujemy je w postacl ogolnej: v —y+ 1 = (0.
Obliczamy odleglosé punktu C' od prostej AB:
oo {1429 (=1) (-2} 2] __ B 5v2

1‘.3’,_|,_|:_1}‘.i 2 2

1

-

: 50

S
5

Zatem pole trojkata: P = 3 -2

Cwiczenie 3

Oblicz odleglosé punktu C' od prostej [ oraz pole trojkata ABC, ktorego wierz-
cholki A i B sa punktami przeciecia prostej [ z osiami ukladu wspélrzednych.
a) I: y=3x+6, C(2,—4) b) l: y=—3z +4, C(1,-1)

Cwiczenie 4

Punkty A i B sa punktami przeciecia prostej y = £x — 6 z osiami ukladu
wspolrzednych. Oblicz pole réwnolegloboku ABCD. ktérego wierzcholek D
ma wspolrzedne (1,4).
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Odleglos¢ miedzy dwiema prostymi rownoleglymi Y1

jest rowna odleglosel dowolnego punktu jednej .

z tych prostvch od drugiej prostej. ; =

Najkrotszy odeinek laczacy dwa punkty prostych 7

rownoleglych musi byé prostopadly do tych pro- O#; b
stych (dlaczego?). o

Przykiad 4

Oblicz odleglos¢ miedzy prostymi l: 3 — 2y +2=0 i k: 30 —2y—11 = (.
Dane proste sa rownolegle. Do rownania prostej [ podstawiamy & = 0 i otrzy-
mujemy y = 1, zatem punkt A(0,1) nalezy do tej prostej.

Obliczamy odleglosé punktu A od prostej k:

d=13:0+(2-1-11] _ 18 _ g

1,"32_}_{_2}2 N -\?ﬁ

Cwiczenie 5
Oblicz odleglod¢ miedzy prostymi:

a) y=x—1 1 y=x+3, ¢) a—2y—4=0 i y={;-f‘-+ﬁ.
bly=2x—-1 1 y=2r+2, d)3r—2y—4=01i y= E’r + 1.
Zadania

1. Oblicz odleglosci punktéw A i B od prostej [. Czy prosta AB jest réwno-
legla do prostej {7

5 v : E o3

a) A(L4), B(5,5), l:y =22~ e e

b) A(—4,-2), B(2,6), I: y =13z —5 e

c) A(—5,-1), B(7,—-6), L y=—-24x

2. Dany jest czworokat ABCD o wierzcholkach
A(-1,-2), B(8,1), (%, %) i D(—1,3) (ry-
sunek obok). Oblicz odleglogci punktu S(2.4)

od bokéw tego czworokata.

3. Punkty A(6.4), B(—3,7) oraz ('(—2,0) sa wierzcholkami réwnolegloboku
ABCD. Oblicz odleglosé¢ wierzcholka €' od prostej AB oraz pole tego
rownolegloboku.

4. Oblicz pole trojkata ABC,
a) A(—1,1), B(3,-2), C(2.3) b) A(-2,1), B(3.6), C(2,-1)



5.

6.

10.

2.3. Odleglodc punktu od proste

Oblicz pole kola stycznego jednoczesnie do prostych ki [.

a) k:2r—y+4+4=0,1:2r—y—6=0 b) kiy= %:r+ﬁ* T —:.T-'-* %
Sprawdz, ezy proste AB i CD sa rownolegle. Jesli sa, oblicz odleglosé
miedzy nimi oraz oblicz pole czworokata ABCD.

a) A(—2,-6), B(6.2). C(0,3), D(-3.0)

b) A(—9,-2), B(3,-6), C(3.4), D(0,5)

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz rownanie prostej [, rownoleglej do prostej l;:y = 2, jesh
wiadomo, ze odleglos¢ miedzy tymi prostymi jest réwna 4.

Réwnanie prostej [ ma posta¢ y = 2¢ + b. Dla 2 = 0 otrzymujemy
punkt P(0,b) nalezacy do tej prostej. Zapisujemy rownanie prostej [,
w postaci ogolnej: —2x + y = 0. Wyznaczamy odleglos¢ punktu P od
te] prostej:

|=2-0+1-54+0] _ [b
W/ (=2)2+12 Vo
b _ _ = 4/5. czyli téwhanie S
Ale —= = 4, zatem |b| = 4v/5, czyli réwnanie prostej l; zapisujemy

Vi
W postaci:

y=2r+4v5 lub y=2x—4v5H
Wyznacz rownanie prostej odleglej o 10 od prostej: a) y = x. b) y = .+ 3.

a) Punkty A i B sa punktami przecigcia prostej y = 2x —4 # osiami ukladu
wspolrzednych, a punkt C lezy na prostej y = 2¢+ 2. Oblicz pole trojkata
ABC.

b) Punkty A i B sa punktami przeciecia prostej y = :_%;r—ﬁ z osiami ukladu
wspolrzednych. a punkty €' 1 D leza na prostej y = é:r — 1. Oblicz pole
rownolegloboku ABCD.

Wryznacz réwnanie prostej rownoleglej do prostych £ 11 oraz rowno odlegle]
od kazdej z nich.

a) ki V3z—y+1=0, L V3z—y+7=0

b) k: ldx+2y+10=0, L Te+ 10y —-20=0

Korzystajac z podanego obok wzorn na odleglosé d J [Ca=Cy
miedzy prostymi rownoleglymi Az + By + C, = 0 - JJAzipe

i Ar+By+C5 = 0, oblicz odleglodé miedzy prostymi:
a) 2r—y+4=0 1 22-y-6=0, b)y=2Lr-¢iy=Lr+L
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@ 2. Wyznacz pola trojkatow ABD i BCD (ry-

Pole tréjkata w uktadzie wspaéirzednych

Twierdzenie

Pole trojkata o wierzchotkach A(xy,y:), B(wa,ys) 1 Clas,ys) wyraza sie
WZOrel:
= % 1Y + Toys + Tayy — T1Ys — Tayy — Talol

Dowdd
Rozpatrzmy trojkat o wierzcholkach A{zy.41). Y4
Blas,y2) i C(axs.y3) (rysunek obok). | P g E
Wierzchotki prostokata ADEF maja wspolrzed- i | T
ne A{-I-'hyl}n D(fl'?.-.yu)» E{Jf*z-.y:a} 1 F(-’“t:!ﬁa]— Yo ____Ti;:; _‘:l _______ B
Wyznaczamy pole prostokata ADEF: l

Pippr=(ta—x1) (g3 — 1) = Y1tz : ik D

= Lol — Tol1 — T1Ys + T1Y 5 : : ;

Wyznaczamy pola trojkatow T4, 1o, Th: Q| # .. = &%

P, = T};(-Tz - -'i'-'lj(yﬂ — ) = %(-f-‘zyz — L2l — A Y2 '|‘T-|111'1)
Py = %(Iz —x3)(ys — y2) = %(-Fzyﬂ — TaYs — gy + Tays)
Py = %(J?a — 1) (ys — ) = %(-Ifays — Zay) — 1Yy + 1)
Zatem pole trojkata ABC: P = Pappr — P, — Py — Ps. skad otrzymujemy

(sprawdz):

P = S(x1ys + Tays + T3y — T1Y3 — TaYy — TaYa)
Zauwazmy, ze wierzcholki trojkata A(ax .,y ). Blase.y2) 1 C'(a3. y3) sa polozone
w kolejnosci przeciwnej do ruchu wskazowek zegara. Jesli wierzcholki te bylyby
polozone w kolejnosci zgodnej z ruchem wskazowek zegara, to otrzymalibysmy
rownosc: P = —%(:rlyz + Toys + T3l — TiYs — Taih — Tays). Oba wzory mozna
zapisa¢ w postaci: P = % |21 ye + @oys + T3y — Y3 — T2y — .I-'gyg|.

1. Korzystajac z podanego wzoru, oblicz pole Y3
trojkata ABC, Y4
a) A(—3.,3), B(3.-2), C(5,1)
b) A(1,6), B(—3,-2), C(6,3)

43

i
Iz

sunek obok), a nastepnie uzasadnij, ze pole .
czworokata ABC D dane jest wzorem: O ¥ g X2 T3 X

P = ']g |y ye + Zays 4+ Ty + Tyt — XY — T2y — Talya — Tyl



Pole trojkata w ukladzie wspolrzednych

2.4. Okrag w uktadzie wspotrzednych

Na rysunku obok przedstawiono okrag o promie- 2ol A
niu 3 i srodku w poczatku ukladu wspoélrzednych.
Zauwaz, ze wspolrzedne dowolnego punktu Pz, y)

~ Pl )

tego okregu spelniaja rownanie: 1 X
>4y =3
Rownanie okregu
Yy
Okrag o srodku w poczatku ukladu wspolrzednych 1 pro- Plr,y)
r

mieniu r > () jest zbiorem wszystkich punktow plaszezy-

zny, ktorych wspolrzedne (i, y) spelniaja réwnanie:
=+ =rt

Uwaga. Zamiast .okrag o rownaniu z° + y* = r*" bedziemy tez pisaé¢ krotko: .okrag
JJ 5] Dy
P g =it

Cwiczenie 1

Narysuj okrag o srodku w poezatkn ukladu wspélrzednyeh i promienin r.
Podaj rownanie tego okregu. Ile punktéow o obu wspoélrzednych calkowitych
do niego nalezy?

a)r=3>5 b) =2 ¢) T=v2 d) r=+5

Cwiczenie 2
Podaj réwnanie okregu o srodku w poezatku ukladu wspdlrzednych przecho-
dzacego przez punkt: a) (0.6). b) (=8.0).

Przyktad 1 e
Punkt P(—2,3) lezy na okregu o srodku w punkeie
(0,0). Wyznacz rownanie i promien tego okregu.

Do réwnania okregu ? + y* = r? podstawiamy
g=—21ip==8 (=2 +3°=r"
Stad r? = 13, czyli rownanie okregn ma postad

r* 4y = 13, a jego promienn r = v/ 13.

Cwiczenie 3
Wyznacz réwnanie i promien okregu o srodku w punkeie O(0,0), jesh okrag
ten przechodzi przez punkt P.

a) P(5.—12) b) P(-3,-3) ¢) P(—4,-5) d) P(v3—-1,V3+1)
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jego rownanie ma postac:

2. Geornetria analityczna

Przyktad 2

Podaj réwnanie okregu o srodku w punkecie S(2, 1) i promieniu r = 3.

Szukany okrag jest zbiorem wszystkich punktéw (@, y). R4
ktorych odleglosé od punktu §(2, 1) jest rowna 3, zatem

Vie—2F + -1 =
(e =2+ (y—1)°="9

Twierdzenie

Okrag o drodku w punkeie (a.b) i promieniu » > 0 jest zbiorem wszystkich
punktéw plaszezyzny, ktérych wspélrzedne (z,y) spelniaja réwnanie:

(z —a)® + (y —b)* =12

Réownanie (x — a)* 4+ (y — b)* = r® nazywamy réwnaniem okregu w postaci
kanonicznej.

Cwiczenie 4
Podaj rownanie okregu o srodku w punkcie S i promieniu r, a nastepnie
narysuj ten okrag.

a) §(2,5), r=3 b) S(—7.6), r=2 ¢) S(—4,-3), r=+2

Cwiczenie 5
Podaj wspolrzedne srodka i promien okregu o rownaniu:

J{z—?) + (y—5)2 = 16, d) (z—=v2) + (y—v3) =8,

+1)%+ (-g—x)' =31, e) (x+5)*+ (y+9)* =225,
-) +(y+%) = 10, £) (z—12)" + 42 =45
Przykiad 3

Wyznacz réwnanie okregu o srodku w punkcie S(2, —1) przechodzacego przez
punkt P(3.1).

Obliczamy promiei: » = |SP| = /(3 —2)2+ (1 — (-1))2 = v1 +4 = V5.

2

D.

Zatem réwnanie okregu ma postaé: (@ —2)* + (y + 1)

Cwiczenie 6

Wyznacz rownanie okregu o srodku w punkcie S przechodzacego przez
punkt P. Narysuj ten okrag.

a) S(0,-1), P(1,1) b) §(-3.-1). P(—1,3) ¢) S(—-1,1), P(2,2)



2.4. Okrag w ukladzie wspolrzednych

Przyktad 4
Sprawdz, czy podane réwnanie jest rownaniem okregu.
a) *+y*+20+ 10y —10=0
(*+22+1)+(y"+2-5y+25)—10—1—-25=0
(x+ 12+ (y+5)* =36
Jest to réwnanie okregn o srodku w punkecie (=1, —5) i promieniu 6.
b) 22+ 32 +6x—4y+13=0
(*+2-3c+9N+ (¥ —2-2y+4)+13—-9—-4=0
(2 4+3)°+(y—2)*=0
Powyvzsze réwnanie jest prawdziwe tylko dla @ = —3 1 y = 2, zatem spelniaja
je jedynie wspolrzedne punktu (—3,2). Nie jest to wige réwnanie okregn.
¢)z*+y*—x—3y+3=0
(;L'"} —2*%;'1.'+i)+(y2—2- %y-ﬁ-%)-l—fi—
(@ =4+ (y— D=4
Suma kwadratéw nie moze by¢ liczba ujemna, wiec powyzsze rownanie jest
sprzeczne (zbiér rozwigzan jest pusty) i nie moze by¢ rownaniem okregu.

=0

g ]
N |-

Cwiczenie 7
Sprawdz, czy podane rownanie jest réwnaniem okregu.

a) 22+ —22+4y+1=0 d) 2* +y* — 3z —3y+43 =0
b) #* +4y* + 20+ 6y +12=0 e) *+y* +3y+2=0
¢c) #*+y* +6y+2x=0 f) 22% + 2y — 20 — 4y +2=10

Réwnanie z° + y* + Az + By + C = 0, gdzie A, B, C sa stalymi, jest
rownaniem okregu wtedy i tylko wtedy, gdy "T'TE + —Bl—' — =1

Dowod | | |
:1?E+y2+A;r+By+Cf=[i¢=:~(;1:—1—%}3——"1?'+(y_q.g)'_%_l_(jf:“@
#(@E+d) ++ 8] =L + 5~

2 ::! rl - -
e Dla £~ + £ — (' < 0 réwnanie jest sprzeczne.

1 1
A? | B? vk T e e A W
» Dla & + = — C = 0 réwnanie opisuje punkt (_E' =

2 2 5 4 gz . . .
* Dla 4 + £ — > 0 réwnanie opisuje okrag o érodku (=4, —£) i promie-

i 2 ¥
nin r = \/%—i—‘?—l—C.

Powyzsze rownanie nazywainy rownaniem okregu w postaci ogolne;j.
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Zadania

. Podaj rdwnanie okreeu o srodku w punkcie S i promieniu r.
J = 4 I |

a) 5(1,3),F=2 b) S(—6,2), r =2 ¢) S(—5,-1), r=2v5

. Wyznacz réwnanie okregu. ktory ma Srodek w punkeie S i przechodzi przez

punkt P,
a) 8(2,0), P(1,3) b) S(2,—3), P(4,-1) -¢) 8(—5,2), P(—8,-2)

. a) Podaj réwnania okregéw K,, K,, K &

i K, przedstawionych na rysunku obok.

b) Do ktorych z przedstawionych okregow

naleza punkty A(4—+/6,v3), B(1,—v/7)
i O, )7

¢) Jaki procent kola ograniczonego okre-
giem K zostal zacieniowany?

Wyznacz réwnanie okregu. ktorego sred-
nicy jest odeinek AB. Narysuj ten okrag.

a) A(1,2), B(7,2) b) A(—1,-2), B(3,6) «¢) A(—3.—-4), B(5,2)
. Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie prostokatnym ABC.
a) A(-1,2), B(6,-2), C(3,4) b) A(2,3). B(5,-1), C(-3,-T7)
Wyznacz wspolrzedne srodka i promien okregu. Narysuj ten okrag.
a) x*+y* —6bx+4y—12=10 d) 22° +2y* — 240+ 8y +8=10
b) 2 +y* —8r—6y—11=10 e) 207 +2y* — 6z — 8y =10
¢) 2 +y* +10x+4y—T7=0 f) 322 4312 +24x -6y +3=0
. Sprawdz, czy podane rownanie jest rownaniem okregn.
a) ¥ +y* —4rx+8y+19=0 d) 2+ —o+iy+L =0
b) *+y"+6x—2y+8=0 e) °+uy*—10x+4y+29=0
¢) d*+y* =20 —8y+18=0 f) 22+ 92+ 222 - 2V3y—4=0
. Dla jakich wartosei parametru m podane rownanie jest rownaniem okregu?
a) 2 +yt —4d+m? =0 d) @ + y* — 162 + 2y = —64 — m*
b) 2? +y* -2z +4y+m =20 e) x°+4* + 4z — 8y = m? —m — 22

¢c) 2 +y*—6r—4dy—m* =0 f) o2+ y* —2ma — 2y = —2m — 16



9.

10.

11.

12.

13.

2.4. Okrag w ukladzie wspdlrzednyeh

Dla jakich wartosci parametru m podane rownanie jest rownaniem okregu
o promieniu 47

a) 2° +y*+4dr —2y=m*+2m — 1

b) a* -2z +y* +4dy=m*—2m +3

¢) a* +4x+ y* —my +m* — Jl-m —-12=0

Przeczytaj podany w ramce prayklad.

Wyznacz réwnanie okregu o promienin 5v2 przechodzacego przez
punkty A(—2.0) i B(2,2).

Srodek okregu S lezy na symetralnej odcinka AB. Jest to prosta o réw-
nanin y = —2x 4+ 1 (sprawdz).
Zatem szukamy punktu S(iry, —2z, + 1) takiego, ze |[SA| = 5v/2.
[SAl = /(z0 — (=2))* + (—2x0 +1 - 0)?
Otrzymujemy wiec rownanie:
\/(Tn +2)2 4 (=2zg+1)% = 5v2
Roéwnanie jest spelnione, gdy xy = —3 lub &y = 3, zatem S(—3.7) lub
S5(3,=5). Czyli réwnanie okregu ma postaé:
(432 +(y—T2=50 lub (z—3)2+(y+5)2=50

Wyznacz rownanie okregn o promieniu r przechodzacego przez punkty
Al B.

a) r=3v5, A(2,1), B(2,-5) ¢) r=25, A(1,4), B(3,0)

b) r =25, A(-3,-3), B(3,3) d) r = /26, A(-3,1), B(1,5)

Wyznacz rownanie okregu przechodzacego przez punkty A i B, ktorego
srodek nalezy do prostej [.

a) A(3,-2), B(5.0). y=ax+1 b) A(-1,4). B(2,1). Ly =2x+6

Wryznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC,
a) A(—3,2), B(9,2), C(5,10) b) A(3,-3), B(9.3), C(-3,9)

Punkt S(4, —3) jest srodkiem okregn, a punkt A(2. 1) jest érodkiem jego
cieciwy. Wyznacz rownanie okregu, wiedzac, ze dlugosé tej cieciwy jest
réwna 2v/5.

ITETE

Wykaz, ze jezeli m # n, to rébwnanie 2° + y* + ma + ny + = = 0 przed-
stawia okrag. Podaj wspdlrzedne srodka i promien tego okregu.
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Okrag wpisany w trojkat

Przykiad
Wyznacz wspolrzedne srodka okregu wpisanego w trojkat o wierzcholkach

A(0,2), B(7.3) i C(4,6).

Srodek okregu wpisanego w trdjkat jest punktem przeciecia dwusiecznych ka-
tow tego tréojkata.,

Prosta AC opisana jest rownaniem r—y+2 =10,  yy
a prosta AB: @ — Ty + 14 = 0 (sprawd#).
Dwusieczna kata CAB (pélprosta k na rysunku

obok) jest zbiorem punktow réowno odleglych od
ramion kata CAB.

Rozwazmy punkt P(a.y) nalezacy do dwusiecz-
nej kata C'AB. Odleglos¢ punktu P od ramienia
AC jest réwna:

[1-x+{-1)-u+2| - |z —y+2|

12+4(-1)2 V2
Odleglosé punktu P od ramienia AB jest réwna:
1z+(-T)-y+14] _ |z—Ty+14]

VI2H(-m2 B2

Otrzymujemy rownanie:

lz—y+2| _ |z—Ty+ 14|
V2. 5V2
Sle —y+ 2| =|r— Ty + 14|
Slr—y+2)=r—Ty+14 lub -5(r—y+2)=2—Ty+ 14
dx—oy+10=2—-Ty+14 lub —-dz+5y—-10=2—-Ty+ 14
2y =—4xr +4 lub 12y =6z + 24
y=—2r+2 lub y= %;r +2

Dwusieczna kata C'AB jest zawarta w prostej y = %.r. + 2 (prostay = —2x+2
zawiera dwusieczne katow rozwartych utworzonych przez proste AC' 1 AB).

Dwusieczna kata AC B jest zawarta w prostej @ = 4 (sprawdz).
Srodek okregu wpisanego w tréjkat ABC jest punktem przeciecia prostych
= %l + 2 1 x = 4. Ma on zatem wspolrzedne (4. 4).

1. Wyznacz wspolrzedne srodka okregn wpisanego w trojkat ABC.
a) A(-2.4), B(3,-6), C(6,0)  b) A(-12,~1), B(0,-5), C(3,4)



Okrag wpisany w trojkat

2.5. Wzajemne potozenie dwoch okregow

Przypomnijimy. jak moga by¢ polozone wzgledem siebie dwa rozne okregi.

Okregi styczne
(maja jeden punkt wspolny)
styczne zewnetrznie styvezne wewnetrznie

|S182| =R+

15152| = |R — 7|
Okregi przecinajace sie
(maja dwa punkty wspélne)
eg IR —7| < |98 < R+
Okregi rozlaczne
(nie maja punktéw wspolnyeh)
rozlaczne zewnetrznie rozlaczne wewnetrznie
. — 15182 > R+ % 19185, < |R— 7|

Cwiczenie 1
Narysuj w ukladzie wspolrzednych okrag o sSrodku w punkcie S i promieniu R
oraz okrag o srodku w punkcie Ss; 1 promieniu r. Podaj odleglosé¢ miedzy
srodkami tych okregow. Ile punktow wspolnych maja te okregi?

a) Si(—1,0), R=5, 5,(1,0), r=2 ¢) S1(—2,0), R =6, Sp(—2.4), r =2
b) $1(0,3), R =4, S5(0,-2), r=1 d) S,(0,0), R = —_} 55(2,2), r=2

Cwiczenie 2

Podaj liczbe punktéw wspolnyeh okregu o srodku w punkeie S, i promieniu R
z okregiem o grodkn w punkeie S, 1 promienin r w zaleznosci od r.

a) S1(—3,0), R=5, 8,(4,0) ¢) 81(v2,0), R=38, S:(v2,—V3)
b) 5,(2,0), R=4, 85(2,-1) d) 5’.{:_1,,[}). R=1, S-,—,{—-%,U}
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Przyktad 1
Okres] wzajemne polozenie okregow:

Ki:224+y*42x—-6y+2=0 oraz Ky 22+ 3y —8x+4y+2=0
Zapisujemy rownania okregow K, 1 K, w postaci kanonicznej 1 odezytujemy
wspolrzedne ich érodkow oraz promienie.

Kiyz?+9°+22—6y+2=0

2 +2e+1—-14+492—-6y+9-9+2=0

(& 4+ 1)+ (y — 3)* = 8. érodek S,(—1,3). promien r; = 2/2
Ko: 2 +y* —8x+4y+2=0

2 —8r+16—16+y° +4dy+4—-4+2=0

(2 —4)* + (y+2)* = 18, drodek S,(4,—2). promief r, = 32
Obliczamy odleglosé miedzy srodkami okregow:

18185 = /(A —(-1))*+ (-2 - 3)* = V30 = 5v2

1518:| = r; + 1y, zatem okregi Ky 1 Ks sa styczne zewnetrznie.

Cwiczenie 3

Okresl wzajemne polozenie okregow K i K.

a) Ki: 2 +y° + 62+ 2y —3=0. Ks:d? +9y? —10x —4y+19=10
b) Ki: 2 +y° +4x+4y+4=0, Ko:2?+9y*—6x—2y+5=0
¢) Ki: 22 +92 4+ 42— 16y —30=0, Ks: 2?4+ 94> —-4c+2=0

Zadania

1. Dwa okregi o srodkach O(0,0) i A(11,0) sa
stvezne zewnetrznie. Oba te okregi sa stycz-
ne wewnetrznie do okregu o srodku B(8.0)
(rysunek obok). Oblicz promienie tych trzech
okregow 1 pole zacieniowanego obszar.

2. Dany jest okrag z° + y* = 16 i okrag, kt6-
rego Srednica jest odeinek o koncach A(0,4)
i B(4,0). Oblicz pola kél ograniczonych przez
te okregi i pole czesci wspolne] tveh kol.

3. Podaj liczbe punktow wspolnyeh okregn opisanego podanym rownaniem
z okregiem o §rodku S(1.3) i promieniu r w zaleznosci od tego promienia.
a) B+t +de+2y+1=0 ¢) 2 +y* —8x+6y =0
b) 22+ =142+ 10y —26=0 d)2®+3>+4x—-12y+8=0



2.5. Wzajernne polozenie dwoch okregdw

Okresl w.mwnuw polozenie okregow K, i K
a) Ki: a2 —6z+y>+5=0, Ko:a* —6z+y"—12y+29=0
b) Kj:2* +dz+y* +4y + 7= 0, Kyx*+de+y*—6y—23=10
) Kpia® 4z +y*+29—95=0, Kpaz?—-2rx+¢°—6y—15=0
1) Ki: 2?2 +8r+9y2—10y+5=0, Kyz?+102+4>+4y+13=0
K;: 2? +2;r+y3—16y+1{i={]. Kp:ax?—224+9*—12y+33=0
Kpa*—Me+y*—4y+4=0, Kyaxz*+10x+y"+6y+9=0

La.
).

)
£)

Oblicz odleglosé miedzy srodkami okregéw K, i K. Podaj, dla jakich
wartosci paranmtru m okregi te maja jeden punkt wspdlny.

a) K o?+ 12z 4+ 12 —2y+m=0, Ko:z?—do+3°+10y—20=0

b) Ki:ax*—10c+y*+2y—38=0, Ko:aw*+lde+y*—8y—m+5=0
¢) Ko + 9y +62+2y+m=0, Kpr'+y" —2r—4dy+4m—-35=10
d) Ki: 2*+4e+y*+2y—11=0, Kyz?*—6zx+y*>—6y+18—m=20

"l
Okregi o promieniach 1, 2 1 3, pa- :
rami styczne zewnetrznie, polozone sa ﬂ_ \Q/_\
w sposob przedstawiony na rysunku 513 3
obok. Wyznacz wspdélrzedne érodka \ M )
najmmniejszego okregn.

Punkty A, B i (' sg $rodkami trzech okregdw parami stycznych zewnetrz-
nie. Oblicz odlegloseil miedzy srodkami tych okregéw i ich promienie.

a) A(0,0), B(7,0), C’(i%.‘—’, ’iﬁ) b) A(=6.0), B(4,0), C(2,%)

Okrag o srodku w punkcie § i promie- i 2§ T F
nin 1 (rysunek obok) jest styczny we- |
wnetrznie do okregow:
r?+y*=250raz (x—3)2+9y* =9
Wyznacz wspohrzedne punktu S,

Wyznacz réwnanie okregu o promie-
nin r = 1 stycznego wewnetrznie do
okregow: o srodku S, 1 promieniu r
oraz o Srodku 85 i promieniu rs.

El-:] S](U:_” r = s S‘_J[:[i‘-_\:j}-. o = o

b) $1(0,0), ry =6, Ss(4,4), rp =2
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2.6. Wzajemne potozenie okregu i prostej

Przypomnijmy, ze okrag i prosta mogg mie¢ dwa punkty wspolne, jeden punkt
wspolny lub nie mie¢ punktéw wspolnych.

Niech |OP| bedzie odleglodeia srodka okregn od prostej.
OP| <7 , _ )
Prosta, ktora ma z okregiem dwa punkty wspol-
ne, nazywamy jego sieczna. Odleglosé siecznej od
srodka okregu jest mniejsza od jego promienia.

Jesli prosta ma z okregiem jeden punkt wspolny.
to mowimy, ze jest stycznma do okregu (wspolny
punkt nazywamy punktem stycznoSci). Promien
okregu prowadzony do punktu styeznosci z prosta
jest do niej prostopadly. Odleglosé styceznej od

OP|=r

Srodka okregn jest rowna jego promieniowi.

(832 - ) ) _ )
Na rysunku obok okrag i prosta nie maja punk-
L3P tow wspolnych (sa rozlaczne). Odleglosé proste]
od srodka okregu jest wieksza od jego promienia.
Przykiad 1
[le punktéw wspdlnych z okregiem o drodku w punkeie (1,0) ma prosta @ = —2

w zaleznosci od promienia r tego okregu?

V4

Dana prosta:

L] ¥ ¥ E
« ma jeden punkt wspolny z okregiem dla r = 3
(rysunek obok),
« ma dwa punkty wspoélne z okregiem dla r > 3,
e nie ma punktow wspolnych z okregiem dla
0<r<3.

i

Cwiczenie 1

[le punktow wspélnych z okregiem o srodku w punkcie S ma prosta k& w za-
leznosci od promienia r tego okregu?

a) 8(2,—2), kiy=2 ¢) S(—=3,3), kra=1-2
b) 8(=2,2), k:z=+3 d) S(—1,



2.6, Wzalemne polozenie okregu 1 proste|

Przyktad 2
Dane sa okrag o réwnaniu x° + y* = 16 i prosta [: @ = 3. Oblicz dlugoéé
cieciwy wyznaczonej przez punkty ich przeciecia.,

Srodkiem okregu jest punkt (0.0), a promieri jest P Y4
réwny 4. Niech |O P| bedzie odleglodcia §rodka okre- = |
gu od prostej [, a punkty A, B niech bedg punktami
przeciecia okregu z ta prosta.

Wawezas |OP| = 3, zatem:

AP| =47 32 = T

Trojkaty OPA 1 OPB sa praystajace, wige dhugosé

cleciwy:

E g 4 el 1§

|AB| =2 |AP| = 27

Cwiczenie 2
Oblicz dlugosé cieciwy wyznaczonej przez punkty przeciecia prostej [ i okregu
o réwnaniu (x — 2)% 4 ¢* = 25.

a) rxz=4 b)l: x=-1 G} & y=%.‘1‘.‘

Cwiczenie 3

Cieciwa o dlugosci 6 jest wyznaczona przez punkty przeciecia prostej [ 1 okregu
o srodku w punkcie S. Wyznacz rownanie tego okregu.

a) :x=3, S(-1,-2) b) I: y=-2, 8(4.1)

Przykiad 3
Ile punktéw wspdélnych z okregiem o réwnaniu (& — 4)° + (y + 1)? = 10 ma
prosta l: @ — 3y + 3 = 07

Promien okregu jest rowny v 10. a srodkiem okregu jest punkt S(4,—1).
Obliczamy odleglos¢ punktu S od prostej [

g 11:44(=3) (-1 +3 _ 10 _
d=—"2 =2 . 3 = = m-—v‘l[]

V12 + (=3)2

Odleglosé srodka okregu od prostej jest réwna promieniowi okregu, wiec okrag
1 prosta sa styczne — maja jeden punkt wspolny.

Cwiczenie 4

[le punktéw wspolnych z okregiem o srodku w punkecie S 1 promieniu 4 ma
prosta [7

a) 9(3,4), : 12z +5y—4=20 ¢) 8(—3,2), l:4x4+3y+6=0

b) 8(7,4), l: 3z +4y—12=0 d) S(2v2,2v2), Iz +y=0
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Przykiad 4
Okredl liczbe punktéw wspdolnych okregu o rownaniu x* — 6z + y° — 4y = m
oraz prostej l: r — 2y + 6 = 0 w zaleznosci od parametru m.
Przeksztalcamy rownanie okregu do postaci kanonicznej:

a2 —6z+9+y —4dy+4=m+13

(z=3)+(y—22 =m+13

Powyisze rownanie jest réwnaniem okregu dla m € (—=13:0¢).
Srodkiem okregu jest punkt S(3,2). a promien jest réwny vim + 13.
Obliczamy odleglosé srodka okregu od prostej I:

d_|1'3—3‘2+ﬁ|_ LS _'\./’;-‘-_}

12.4(—2)2 5

240N NS

o Okrag ma jeden punkt wspdlny z prosta [,
gdy vm + 13 = /5. czyli dla m = —8 (rysunek
obolk).

« Okrag ma dwa punkty wspolne z prosta [, gdy

vm + 13 > /5, ezyli dla m € (—8:00). s i
« Okrag nie ma punktéw wspolnych z prosta I, gdy m € (—13: —8).

1

Q] 1 T

Cwiczenie 5
Okresl liczbe punktow wspdélnych okregu O i prostej [ w zaleznoscl od para-
metru 1.

a) i+ y*+2y=m,Ly=32—6 b) O:2*+6z+y* =m, Ly = —3z+4

Przykiad 5
Wyznacz rownania stycznych do okregu o srodku w punkeie S(3.2) i promie-
niu 2 przechodzacych przez poczatek ukladu wspolrzednych.
Réwnanie stycznej y = ax zapisujemy w postaci ogolnej axr — y = 0,
Odleglosc srodka okregu od styeznej jest rowna promieniowi okregu:
a-3—1+2
! . | _9
a?+4(—1)2
[3a — 2| = 2va? + 1
Obie strony réwnania podnosimy do kwadratu.

9a* —12a + 4 = 4a* + 4

(O hie st POy rowna- v

nia sa dodatnie.

5a° —12a =0 1]/
a(ba—12) =10
@=0luba=21 q

Réwnania szukanych stycznych: y = 0 oraz y = %1



2.8. Wzajemne polozenie okregu | prostej

Cwiczenie 6
Z punktu A poprowadzono styezne do okregu o érodku w punkcie S i pro-

mienin r. Wyznacz rownania tych stycznych i oblicz odleglosé punktu A od
punktow stveznosci.

a) A(4,1), 8(0,2), 7 =1 b) A(=3,—-2), §(2,3), r = /10
Zadania
1. Prosta [ jest styczna do okregu, ktérego srod- MEEEN.AF

kiem jest punkt A. Oblicz promien tego okregu,
a) I:y=sx+4, A(-3,0) (rysunek obok)

b) l:3c+4y—5=0, A(—4,-2)

¢l I 2r+4 1, A(2,1)

{1) 3z — 1 A(-5,4)

Oblicz odleglosé¢ punktu S od prostej o podanym rownaniu. Ile punktow
wspolnych z okregiem o srodku w punkcie S i promieniu 3 ma ta prosta?

a) S(1,3). 20 4+y =0 ¢) §(3.4).3z+y—-1=0
B) 8(—7.2),2—25+1=0 d) §(—8v2.v/241), 2 —Ty+7=0

Okresl liczbe punktéw wspolnych podanej proste] z okregiem o srodkn
w punkcie S w zaleznosci od promienia r tego okregu.

a) 3z +4y—1=10, 5(1,2) d) V3z—y+4=0, S(2V3,-1)

b) V2x —y =0, S(6.0)

¢) 0oz —y—1,6=0, 5(-5,1)

Dany jest kwadrat o wierzcholkach A(—3.0).
B(1,-2), C(3.2) i D(—1,4) (rysunek obok),
Wyznacz rownanie okregu:

a) wpisanego w ten kwadrat,

b) opisanego na tym kwadracie.

Prosta réwnolegla do osi OY przecina okrag (x + 1)* 4+ (y + 3)* = 100
w punktach A i B. Wyznacz rownanie tej prostej, jesli:
a) |AB| = 12, b) |AB| = 10v/2, ¢) |[AB| = 10, d) |AB| = 20.

0§ OX przecina okrag o promieniu 2v/2 w punktach A(5.0) i B. Cieciwa
AB ma dlugosé 4. Oblicz wspolrzedne srodka okregu.
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10.

1l.

12.

13.

14.

[p] 15.

16.

Okrag o srodku w punkecie S(3,2) ma z prosta ¥ —y—3 = 0 punkty wspdlne
A i B. Wiadomo, ze |AB| = 6y/2. Wyznacz réwnanie tego okregu.

Wyznacz réwnanie prostej, ktora w przeciecin z okregiem ) wyznacza
cieciwe o Srodkn w punkeie A(1, —3).

a) O:(x—3)*+(y+2)*=25 b) O:(x+2)2+(y+1)2=25
Wyznacz réwnania prostych przechodzacych przez punkt A(—2,1) stycz-
nych do podanego okregu.

a) 2*+y*=1 b)(x-22%+Ww—-3)%* =4 ¢) (z=3)+(y—-6)*=5

Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkt A(8.8) oraz:
a) stycznego do osi OX w punkcie B(4,0),
b) stycznego do osi QY w punkecie B(0,12).

Dla jakich wartosci parametru m prosta 3z+4y = 0 jest styezna do okregn:
a) 24y —1de—2y+2m=0 b)) 2+yr*+122+16y+m=17
Wyznacz réwnanie prostej przechodzace] przez poczatek ukladu wspol-
rzednych, ktéra w przecieciu z okregiem o + 4°* — 10z — 10y + 40 = 0 wy-
znacza cieciwe dhugogei 2v/5.

o

Wyznacz réwnania stycznych do okregu @ + y* — 102 — 10y + 45 = 0;
a) przechodzacych przez poczatek ukladu wspolrzednych,

b) réwnoleglyeh do prostej y = —2a.

Wyznacz rownania stycznych do okregn O poprowadzonych z punktu A.
a) O:x* +y* —8xr—4dy+4=0, A(—3,-2)
b) O: 22 +y* — 62— 16=0. A(-4,1)

Dany jest okrag o réwnaniu o + y° + axr + by + ¢ = 0. Wykaz, ze jesli
okrag ten jest styczny do osi OX, to spelniony jest warunek a® — 4¢ = (0,

a) Wyznacz réwnanie okregu o promieniu V10 stycznego do proste
Jr —y—1 =0 w punkcie A(1,2).

b) Dany jest okrag styezny do prostej @ — y + 1 = 0 i przechodzacy przez
punkt A(—=3,2). Wyznacz wspolrzedne srodka okregu, jesli lezy on na pro-
stej 4z + y = 0.

Wyznacz rownania wspolnyeh stycznych do okregow: x* + y* = 5 oraz
(x —5)% + (y — 5)2 = 20.
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Wspoétrzedne geograficzne

Okreslajac polozenie punktu na kuli ziemskiej,
podaje sie jego:

szeroko$¢ geograficzna (kat a mierzony od réwnika
w kierunku potnocnym albo potudniowym),
dlugos¢ geograficzng (kat f mierzony od poludnika
zerowego w kierunku wschodnim albo zachodnim).

Tak okreslony ukfad wspoélrzednych wykorzystuje sie
przy tworzeniu map.

Na mapie punkt O oznacza potozenie zamku Ogrodzieniec
{5B°2T'N, 19°33'E} pokazanego na zdjeciu obok.

”T\T .
l-ﬁﬁ B uﬁFL\
N | E!“5$E}|
e r —r_
M 4_ | DI51 Sg/N,
II l.ll - 1':!1{1 ;I:I

A&Eﬂuzw, 1
| ISTEE) T os0e27ING | |

A _|fn—*; '|§19133E) \,.-"_.

_.' | T |c: opa, |

| T ]

Ell Czy potrafisz wskazac, ktore z punktow A, B, C, D
odpowiadaja potozeniu zamkow na zdjeciach?
P, W/ i

W |

=




2.7. Uktady rownan drugiego stopnia

Przyktad 1

Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometrycezna.
2+ y* =20
r+y+2=10

1
Z drugiego réwnania wyznaczamy y = —r — 2 L s

i podstawiamy do pierwszego rownania:
4 (—x—2)"=20
2* +dax—16=0 /:2
224+ 2x-8=10

t=-=4 lub =2

Zatem rozwiazaniem ukladu sa dwie pary liczb;

Tz =—4 =12 Okrag x° + y* = 20 i prosta
iy Oraz O x+ y+2 = 0 maja dwa punkty
= 4= wspolne: Pi(—4,2) i Pa(2, -4).

Cwiczenie 1

Rozwiaz uklad réwnan i poda) jego interpretacje geometryczna.

;1.'.-] 4 y’E - 25 I J _.1,2 + HE =8 } _}72 4= (y — 2)2 = 0
) &

a
) y:%;rr Yy =a—4 y=8—1
Cwiczenie 2

Prosta | przecina okrag x° + y* = 20 w punktach A i B. Oblicz dlugosé
cieciwy ADB.

a) iy=—-x—-06 b)l:y=3xz-10

£t gl
Cwiczenie 3
Na rysunku przedstawiono kwadrat wpisany w okrag D i%
o réwnaniu z° + y* = 10. Bok AB jest zawarty w pro- ol 1 ¥
stej y = %;r - j; Wyznacz wspolrzedne wierzcholkow B
tego kwadratu. ‘

Cwiczenie 4

W okrag o réwnaniu (2—2)*+y* = 25 wpisano kwadrat. Wyznacz wspolrzedne
wierzcholkow tego kwadratu, jesli wiadomo, ze jedna z jego przekatnych jest
zawarta w proste] 4dr — 3y = &



2.7, Uklady réwnan drugiego stopnia

Przyktad 2

Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.
E ¥ £ 2 3 o ;

a4y’ =9 e

4yt —6z=0

Podstawiamy @ + y* = 9 do drugiego réwnania

i otrzymujemy 9 — 62 = 0. skad « = 2. Podsta-
- o 2t p S . e 2 _ 0O
wiamy & = 2 do réwnania @ + > = 9:
2
& g8 =
(2) oy =3
2= 2L
[

=

Yy =
Réwnanie x2 +y* — 6z = 0 moz-

= ﬁ’— lub y = J* na przeksztalei¢ do postaci:

Zatem 1‘nzwi@zmnem ukiadu sa dwm pary liczb: (-3 +y* =9
e 8 . Okrag ten ma dwa punkty
l ~ oraz | = wspolne z okregiem o4 +y° = 9
= —3¥3 wi== 23 ) g o
y=-5 Y= Pi(§, ~25) i Py(3, 1),

Cwiczenie 5
Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

) +y' =4 b) 24yt =1 ) r*—6rx+y =0
E.- . ) o o) {': L | ]

2 +y* —dx =0 7+ (y—4)*=9 "+ 2r+y =0
Przykiad 3

[le rozwigzan w zaleznosci od parametru m ma uklad réwnan?

24yt -2 —4y+3=0

y=r+m
Podstawiamy y = x4+ m do pierwszegu rownania:

12+{'t:+m}2 —4d{z+m)+3=10
4 2me+m? —2r —dr—4m+3 =10
20+ (2m —6)e +m* —4m +3 =10
Obliczamy wyroznik otrzymanego rownania kwadratowego. Liczba rozwiazan
ukladu réwnan jest réwna liczbie rozwigzan tego réwnania.
A=(2m—6)?—4-2.(m? - slm +3) = dm? — 24m + 36 — 8m* 4+ 32m — 24 =
= —4dm*+8m+12=—4(m* -2m —-3) = —-4(m—3)(m+ 1)

e A=0dlame {-1,3} - uklad ma jedno rozwigzanie,
e A >0dlame (—1;3) - uklad ma dwa rozwigzania,
e A< Odlame (—oc;—1)U(3:00) — uklad nie ma rozwiaza.
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Cwiczenie 6
Ile rozwiazan w zaleznosci od parametru m ma uklad réwnan?

J’;r"g%—y"?:&i J’IE—I—'_UEZHI

El} :,'.)
y=mx+m L §= 2r+ 1
[ 2 +y+ 22+ 4y =0 (2 + yﬂ — 62 — 4y = m*
b) < d) 4
y=—-2r+m y=23xr+ 3
Zadania
1. Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.
F:r'?'-|-y2=1[j| ry:.-r-? F.rz-l-yE:E
a) < Gl § - " e) 3
(t—y+2=0 =+ (y—3)" =25 |y =|z|
¢ ¢ o 9
y=8—u r—24—3=10( 55y =10
b) 4 yg N P - ! g f) < .
| ="+ (y—4)" =16 | (2—=3)*+y =5 ly=|r+2|

a) W okrag 22 + y* = 20 wpisano trdjkat réwnoramienny prostokatny.
Wierzcholek kata prostego tego tréjkata ma wspélrzedne (2,4). Wyznacz
wspoOlrzedne pozostalych wierzcholkow.

b) W okrag (x + 2)* + (y — 2)* = 20 wpisano tréjkat réwnoramienny. Wy-
znacz wspolrzedne wierzcholkdéw tego trojkata, jesli wiadomo, ze jego pod-
stawa jest zawarta w proste] y = %;r + 3.

a) Jeden z bokéw prostokata wpisanego w okrag (& — 3)* + (g + 1)* = 40
jest zawarty w prostej y = r+4. Wyznacz wspolrzedne wierzcholkéw tego
prostokata.

b) Bok kwadratu jest zawarty w prostej y = 2x — 6. a jego przekatne
przecinaja sie w punkeie A(3,5). Wyznacz rownanie okregu opisanego na
tvin kwadracie i wspolrzedne jego wierzcholkow.

Jedna z przekatnych kwadratu wpisanego w okrag &2 — 4z + y° — 2y = 8
zawarta jest w proste] 3r 42y —8 = (0. Wyznacz wspolrzedne wierzcholkow
tego kwadratu oraz oblicz jego pole.

Oblicz diugosé cieciwy danego okregu zawartej w prostej [.

a) B +y —da—2y+4=0, Ly=2r-2

b) a* +y? —8x+2y+7=0, l:y=—2r+2

¢) 2 +y*+4r—2—8=0, Ly=x+2
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Rozwiaz uklad rownan i podaj jego interpretacje geometryezna.

4yt =9 [ 22 + y* =16 (22 + > =25
& " N C) < q 2 ey & "

r+y +8y=-—15 | &7+ Yy —4z=0 | 2+ y* + 8y =T
b) 24y 4z =0 ) [ 22 + y? — 6z =1 f) (22 + 1y — By = —6
2 o 2 a) 3 ' , : - (R .

I"+y"—2:r=3 h.‘l‘.l—Fy'}'—ﬁy:U k_]_?‘e—{—y"-{—gy:.i

Oblicz diugosé wspolnej cieciwy okregow K| 1 Ko, Wykonaj rysunek.

a) Kyt +8x+y*—-9=0, Ko:a*—8x4+4°*—9=0

b) Ky: x* + y* = 10, Ko a? —6z+y*—6y+14=10

Oblicz pole czworokata S, AS;B, gdzie S, 1 S5 sa odpowiednio Srodkami
okregow K, 1 K, natomiast A 1 B sa punktami wspdlnymi tych okregow.
a) Ki: o + 4% =10, Ky:a*+9y*—8x—8y+22=10

b) Ki: 2*+132+4y—1=0, Kot 2*+ 4> —102 —6y—11=0
Wyznacz réwnania okregow o promie- V4
nin 5 przechodzacych przez punkty
A(3,1) i B(2.4) (rysunek obok), roz-
wiazujac uklad rownan:

{(3-{1}'—*4-(1 —~p)2 =25

(2—a)’* +(4-b)*=25 BT F° et X
Dwa rozwiazania tego ukladu sa wspol- \_/

rzednymi srodkow szukanych okregow.

Wyznacz rownania okregow o promieniu r przechodzacych przez punkty

AiB.

a) r =5, A(4,2), B(1,3) ¢) r=3, A0,0), B(1.1)
b} =2, A(1,2), B{—1,0) d) r=v13, A(5,2), B(0,1)
Ile rozwiazan w zaleznosci od parametru m ma uklad réwnan?

72 4 y? =2 (22 4+ 9% —dx — 4y =0
a) d) <

I = —2+1m | y=—x+ 2

2 + 9% — 2y—1=10 (22 +yt=m? -1
b) e) 4

y=xr+m Hy:.z:—l—d

2 2 __r [ o 2 3 ;

z°+y =29 T +y" —6r=m
) { AT s

Yy =mz—0>5 = 3T + 1

113 .



I 114

2, Geometria analityczna

*2.8. Koto w uktadzie wspotrzednych

Przypomnijmy, ze kolem o srodku w punkeie S i promieniu r > () nazywamy
zbior wszystkich punktow plaszezyzny, ktorych odleglosé od punktu S jest
muiejsza od r lub réwna v (zwrdd uwage, ze punkty nalezace do okregu ogra-
niczajacego kolo naleza do tego kola).

Punkt P(r,y) nalezy do kela o érodku w punkcie S(a,b) i promieniu r. gdy
|PS| < r.

Twierdzenie

Kolo o $rodku w punkecie (a,b) i promienin » > 0
jest zbiorem wszystkich punktéow plaszezyzny, kto-
rych wspolrzedne (&, i) spelniaja nieréwnosé:

(£~ a)? +(y — b)? < 7

R

Przykiad 1
Sprawdz, czy punkty 0O(0,0) i B(—=2,1) naleza do kola (z— 1)
Sprawdzamy, czy wspolrzedne punktow O 1 B spel-
niaja nieréwnosé opisujaca kolo. Bi
Punkt O: (0— 32+ (0+3)?=1+3 =35 <4, cayli
punkt O nalezy do kota.

Punkt B: (-2 — 32+ (1+ 2P =24+ 8 =2 > 4
czyli punkt B lezy na zewnatrz kola.

Cwiczenie 1

Wyznacz nierdownosé opisujaca kolo o najmniejszym polu i o srodku w punkeie
S(1,1), jezeli do tego kola nalezy punkt P.

a) P(5,—2) b) P(-7,-5) ¢) P(3,3) d) P(—3.0)

Cwiczenie 2
Oblicz pole najmniejszego kola o srodku w punkcie S(—3,2), jezeli do tego
kola naleza punkty A, B i C.

a) A(—6,6), B(-3.7). C(1.2) b) A(-1,3), B(-2,6), C(-6.3)
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Przykiad 2
Podaj interpretacje geometryczng ukladu nieréwnosei.

W przykladzie a) zbiorem punktéow plaszezyzny spelniajacych podane wa-
runki jest pétkole. W przykladzie b) otrzymujemy zbiér punktéow plaszezyzny,
ktére naleza do kota o srodku w punkeie (0,0) i promieniu 4 oraz nie nalezg
do kola o srodku w punkeie (2,1) i promieniu 1.

Cwiczenie 3
Podaj interpretacje geometryezna ukladu nierownosei.

+y° <16 2 +94* <9 24yt —4r—12<0
a) . , b) . % g &
ety =4 y<axt—1 ==yt =1

Przyktad 3
Zaznacz w ukladzie wspoélrzednych zbior punktow
plaszezyzny, ktoryeh wspolrzedne (o, y) spelniaja
podane warunki.
{ 2 +y? =16
y > ||

Szukanym zbiorem jest luk AB bez punktéw koni-
cowyvch A1 B.

Cwiczenie 4
Zaznacz w ukladzie wspdélrzednych zbior punktow plaszezyzny, ktoryeh wspol-
rzedne (i, y) spelniaja podane warunki.

a? +yt <2 2 +9? <16 r?+(y—32=5
a) 4 b) . ; c) 2
y=a “+{y—3)" =25 T
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Zadania

1. Dane sa trzy kola:
K 2+ <16, Ky: (2 =22+ <4, Kg: (2 -2)2+(y+3)2<9
Do ktéryeh z tyeh kol nalezy punkt P7

a) P(—2,2) b) P(2,1) ¢c) P(2,-1) d) P(4,—-4)
2. Podaj interpretacje geometryezna ukladu nieréwnosci.
} : 4yt <9 } '-;rzv{—y?—rﬁ:réﬂ
a : , o4 [ :
| (o1 + (y+1121 Py =8y +7>0
(22 + 4% < 16 (2?4 —6z+4y—3<0
b) < d) «

| (#+3)*+4* > 25 4yt —Gr+4y+9>0

3. Podaj uklad nieréwnosci opisujacy podzbior plaszezyzny przedstawiony
na ryvsunkii.

a)

BB

O A IR e R e

4. Zaznacz w ukladzie wspélrzednych zbiory AN B, A\ B oraz B\ A,
a) A={(z,y) e R 2>+ 9y <9}, B={(z.y) eR*: y+2 <0}
b) A={(z.y) e R: " +y*+40-12< 0}, B={(z.y) e Ry < x—2}

5. Podaj uklad nierownosci opisujacy podzbidr plaszezvzny przedstawiony
na rysunku.

a)




2.8. Kolo w ukladzie wspdlrzednych

*2.9. Dziatania na wektorach

Na rysunku obok przedstawiono wektory AB, ¥t | L
BC i AC'. O wektorze AC mowiny, ze jest suma R T e T
wektoréw AB i BC', i piszemy:

AC = AB + BC
Zauwaz, ze AB = 4, 1], BC = [1,3] oraz: -3
AC = [4+1,143] = [5,4] O 1

Cwiczenie 1 o .
Narysuj w ukladzie wspolrzednych wektory AB, BC' i AC'. Podaj wspdlrzedne

tych wektorow,

a) A(—=3,5), B(2,4), C(4,0) b) A(3,4), B(1,-2), C(—4,1)

Sumg wektorow U = [a.b] 1 T = [¢,d] jest

wektor:
W+7T =|a+eb+d

Powyzsza definicja wywodzi si¢ z obserwacji fi-
zycznych,

Na rysunku obok wektor W + ¥ odpowiada _ ¥

przekatne] OC réwnoleglobokn OBCD. Na rysunku przedstawiono wek-
tory W = [5,2], ¥ = [2,3] oraz

[jwiczenie 2 ich SUITE WAV = [T, 'JIE

Narysuj wektor @ + . Podaj jego wspélrzedne.

a) @ =03,-2], 7= 6] b} @ =[-5,—4], T =[-2,3]

Aby dodac¢ wektory geometryeznie. rysujemy je w ten sposob. aby koniec
jednego wektora byl poczatkiem nastepnego. Poczatek sumy lezy w poczatku
pierwszego z dodawanych wektoréw, a koniec — w konicu ostatniego,

Przykiad 1
Dane sa wektory: B i A
w = 4,3, 7= [1,-2}, w=2;2] i il
e Suma wektoréw @ + T (kolor zielony): O = =
7+ 7 = [4,3] +[1,-2 = 5,1 =
 Suma wektoréw @ + 7 + @ (kolor czerwony): | : P ,
T+ T+ =043 +[1,-2] +[2.2] = [7.3] ol 1 3EF -

117 .
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Cwiczenie 3
Oblicz i narysuj sume wektorow o + U + 0.
a) W=21,FT=[10.8.% =J2,—6] bT=[-88,7=I[62,%=][2,1]

Cwiczenie 4

Wyznacz wektory —u i —v przeciwne do wektoréw @ i 7. Oblicz i narysuj
sume wektorow — i —v.
a) w=[2,8, ¥=[472 b) W = [-4,-2], v = [4,-3]
Definicja Y

Réznica wektorow o = [a.b] i T = [c.d]

jest wektor:

-7 =[a—¢b—d

Na rysunku obok wektor @ — 7 odpowiada
przekatnej DB rownolegloboku OBC'D.

Zauwaz, 7ze réznica wektorow W — T jest rGwna  Na rysunku przedstawiono wek-
tory @ = [5,2], 7 = [2,3] oraz
ich réznice @ — ¥ = [3,-1].

()

sumie wektora @ 1 wektora — v (przeciwnego
do wektora 7).

Cwiczenie 5

Oblicz i narysuj réznice wektoréw @ — ¥ oraz T — .
a) W=[3,-2], ¥=[26] b) @ =[-5,—4], T =[-23]
Definicja

Iloczynem wektora uw = [a, b] przez liczbe o € R nazywamy wektor:

o

= [ a, o b]
Przykiad 2 ¥t L0 P

Na rysunku przedstawiono wektor w = [4. 2]
oraz wektory:

|
[
|
|
o
|
L2
(%)
el
H“

Cwiczenie 6
Dane sa wektory @ = [2,—1] i @ = [-3, —2|. Oblicz i narysuj wektor:

a) 2 + 37, b)3W — 7, ¢c) —4W + 27, d)

|

] — | —#
ELE—E 37
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Symbolem 0 oznaczamy wektor zerowy: 0 = 0.0].

Cwiczenie 7
Dla jakiego o zachodzi réwno$§¢ aw + v = 07
a) W =[2,-3], ¥ =[6,9] b) @ =[-12,9], T = [~16,12]

Przyjmujemy, ze wektor zerowy jest réownolegly do dowolnego wektora.
Jegli niezerowe wektory sa réwnolegle, to méwimy. ze maja ten sam kierunek.

Twierdzenie

Dwa niezerowe wektory @ i @ maja ten sam kierunek wtedy i tylko wtedy,
ody istnieje taka liczba a £ 0, ze @ = a7,

Przykiad 3
Dane sa wektory @ = [12,8] i T = [9, 6]. Wektory te maja ten sam kierunek,
gdyz w = —i—?

Rozpatrzmy niezerowe wektory @ i 7', dla ktérych istnieje liczba a # 0, taka

26 W =aT.
Wi
o Jesli a < 0, to méwimy, ze wektory W i T

e Jesh a > 0, to méwimy, ze wektory

maja ten sam zwrot.
maja przeciwne zwroty.

Wektory & 1 @ majg ten sam kierunek Wektory o i 7 maja ten sam kierunek,
i1 zwrot, ale przeciwne zwroty.

Cwiczenie 8

Wsrod ponizszyeh wektorow wskaz te, ktore maja ten sam kierunek i zwrot
co wektor W = [—6, 8], oraz te. ktére maja ten sam kierunek co wektor 7,
ale przeciwny zwrot.

o = [-2,22], m=[3,-4], w=[18,-16], w = [-2,1], T =[24,-32]
Dhugosé¢ wektora AB (oznaczamy ja ]E[) to dlugosé odeinka AB.
Twierdzenie

Jezeli wektor W ma wspolrzedne [u, us], to dlugosé wektora W wyraza

si¢ zZa pomocs wWzoru: :
@)= i+ g

119
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Cwiczenie 9
Oblicz dlugosé wektora .
a) @ = [~3,4] b) @ = [-5,—12]

Cwiczenie 10

Dane sa wektory ."-IBL', CD. EF oraz GH
przedstawione na rysunku obok. Oblicz
dlugosc wektora .

ﬂ}?z{ﬁ%-ﬁ

—

ey T

e

3, 3]

e

1. Sprawdz, czy wektor

2) @=[%3], 7=[-33,%=[3-3

3
b) 7= [-3,4], 7= [5.-2], @ = [3.]

u + T jest wektorem przeciwnym do wektora w.

2. Dane sa punkty A(2,1) 1 B(4,5). Wyznacz wspolrzedne punktu P.

a};ﬁzw
h);ﬂa:B_f{

c) AP =-BA
d) AP = —BP

¢) AP =2AB

f) AP = —34AB

3. Dane sa trzy punkty A, B i C. Wyznacz wspdlrzedne punktu D takiego,

se AB = CD. Oblicz dhugoseé wektora AD.
a) A(0,0), B(4,3), C(-1,2)
b) A(-1,2), B(—2,-3), C(4,2)

4. Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

A B AB BA 3BA |AB]
(3,4) | (.2) WAmisns 9
w2 (63 VI (8 e
(1,8 V770 -3 VA

I e
T 2.8 Vel s—a Vi

¢) A(4,6). B(3,1), C(6,2)
d) A(-1,-3), B(-4,1), C(2,4)

|3AB|
W
7

iy



D] 10.

11.

12,

13.

2.9, Dziatania na wektorach

Sprawdz, czy wektory @ 1 © maja ten sam kierunek i zwrot.

a) W=[-24], 7 = [i,—1] ¢) @ =[12,14], ¥ = [72, 86

b) @ =[12,-9), ¥ = [2,-%] d) @=[v2-1,V2], 7 =[1,2+2]

Dla jakich wartodci parametru m wektor @ ma ten sam kierunek co wektor
= [3,1]7

a) W= [m+1,2 b) @ = [6,m* + 1] ¢) @ = [12m,m?]

Dany jest wektor @ = [z, y]. Uzasadnij, ze |a@| = |a| - | 7.

Dany jest wektor W = [—'3 4] Wyznacz wektor 7. ktéry ma ten sam
kierunek i zwrot co wektor ', jesli:

a) || = 20, b) | 7| =8.

Dany jest wektor w = [3,—1]. Wyznacz wektor ¥, ktéry ma ten sam

kierunek co wektor ', ale przeciwny zwrot. jesli:

a) |7 = 20. b) |7|=3.

Dany jest niezerowy wektor o = |z, y|. ; 5
ik - [z:4) Wektor, ktorego dlugosé

Wykaz, ze wektor [|T‘£" y ..ii:, ] jest wek- jest réwna 1, nazywamy

torem jednostkowymn. wektorem jednostkowym.

Wyznacz wektor jednostkowy rownolegly do wektora .

w = [-8,6] b) @ = [1,1]

Dane sa wektory @ = [1,2] 1 T = [3, —1]. Wyznacz wartoéci parametrow
a i 4. dla ktoryeh prawdziwa jest ponizsza rownosc.

a) a® + 507 = [—1,5] ¢) a® — BT = [—3,24]
b) a@ + 87 = [3,—4] d) a@ — 7 = [-1,-23]

r L # ® T Bl -
Wyznacz wartos¢ parametru m. dla ktorej 2w + 37 —mw = 0.
a) w = [1.3], ¥ = [-4,2], W = [-5.6]
b) @ =[4,2, 7 =[-6.9, W= [-3,2]
Statek holowany jest przez dwa holowniki. A
Jeden z nich ciagnie ten statek z sila o war- .
tofel F' w kierunku PA. Uzasadnij, ze jezeli — - < s .
drugi holownik — ciagnacy statek w kierunku 4 g

i

PB — uzyje sily o wartodci v3F, to statek
ten bedzie poruszal sie wzdluz prostej [.

1217 .
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lloczyn skalarny wektorow

Hoczyn skalarny dwdch niezerowveh wekto-

row jest liczba rowna iloczynowi dlugosci tych t/ Tpf

wektorow 1 cosinusa kata miedzy nimi: =
. COS Oy Katem miedzy wektorami @ i @
jest kat wypukly, w ktorego
wierzcholku lezyv poczatek obu
WYIIL. IJI‘E}’_].IU.UjE Ei@, ze ich ili]ﬂzyll :ika-lﬂrll}’ t—}-’ﬂh wektorow oraz Wﬂktﬂl‘:‘f te

Jedli jeden z wektorow jest wektorem zero-

jest rowny zero. wyznaczaja ramiona kata.

Przykiad 1 D ’
Dane sa kwadrat ABCD o boku dlugosci 1 oraz wektory
E}ZA_B,,?:AC'_*'ZJTD, OhliCETUFDl‘HEﬁ}GW+ i 7/

Wow =|u||7]| cosdd" =1 \/_ﬂ
oW = || || -cos90°=1-1-0=0 A T B
Yt
Niezerowe wektory 7 1 W sa prostopadle vyl — — — =
wtedy i tylko wtedy, gd}r o = 0. :
"fL-y__ STy | H"
loczyn skalarny wektorow mozemy wyrazic | : 3
za pomoca wspolrzednych tych wektoréw. 0 i X
Dla dowolnych wektoréw o = [u,,u,] 1 @ = [v.,v,] zachodzi zwiazek:
WO = Uplty + Uyt

1. Udowodnij powyzsze twierdzenie, korzyvstajac ze wzoru na cosinus réznicy
katow,

Przyktad 2
Oblicz miare kata miedzy wektorami @ = [4,2] i 7 = [-3,1].

@ = Va2 +22 =20, |7|=(-3)2+12=10
Wo¥=|W| 7] cosa=+20-v10cosa = 10y/2cosa

jednoczesdnie:

WOW = Uy +uyvy =4-(=3)+2-1=-10
Otrzymujemy réwnosé: 10v/2cosa = —10, czyli cosa = _1;_5! skad a = 135°.

2. Oblicz miare kata miedzy wektorami o 1 7.
= [4.2], ¥ = [2,8] ¢) @ =[-v3,-1], T = [2,2V3]
b} ® =1[3,9], ¥ =[-3,1] d) =[1-+v5.1, @ =[14+5,4]
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*2.10. Wektory — zastosowania

Przesunieciem (lub translacja) o wektor @ nazywamy prze- 3
ksztalcenie, ktore kazdemu 1:.-1_11'1lﬂ}Jwi P plaszezyzny przypo- i
rzadkowuje taki punkt P, ze PP = 7. Mowimy. ze punkt

P’ jest obrazem punktu P w przesunieciu o wektor @ . P

Obrazem punktu Pz, y) w przesunieciu o wektor @ = [a, b] jest punkt P'(ic+a, y+b).

Cwiczenie 1

Dany jest romb ABCD o polu rownym 4 (rysunek
obok). Romb A'B'C' D' otrzymujemy przez przesunie-
cie rombu ABC'D o wektor 7. Oblicz pole figury be-
dacej czescia wspolna obu rombow. jesli:

a) ¥ = 1AB. b) ¥ = 1AC.

Cwiczenie 2

Dany jest prostokat F o wierzcholkach A(—3.0), B(1,-2). C(4.,4) i D(0,6).
Prostokat F| jest obrazem prostokata F' w przesuniecin o wektor . Oblicz
pole czescl wspolnej obu prostokatow.

&) W=|[1,2% b) @ = [0, —5] ¢c) T = [4.2]

Cwiczenie 3
Kolo K, jest obrazem kola K, o srodku w punkcie (0,0) i promieniu r = 4
w przesunieciu o wektor T = [4,4]. Oblicz pole czesei wspdlnej tych kal.

@ Przykiad 1

Dany jest trdojkat ABC' (rysunek obok). Punkt P jest
srodkiem boku AC. a punkt ) - srodkiem boku BC. P Q)
Udowodnij, ze PQ || AB oraz |PQ| = 3|AB|.

'

Wektor P_Q zapisujemy jako sume: “ &

PQ=PC+CQ=4iAC+i0B=L(AC +CB)=14B
Oznacza to, ze PQ | AB oraz |[PQ| = ;|AB|.

@ Cwiczenie 4 D '
Udowodnij. ze odeinek laczacy srodki ramion trapezu / \
jest rownolegly do podstaw trapezu, a dlugosé tego P Q
odeinka jest srednia arytmetyvezna dlugosci podstaw., /
Wskazéwka, Zauwaz, ze DC = aAB dla pewnej stalej 0. A
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Przyktad 2

Sprawdz, czy punkty A(—4.-5), B(2,—1) i C(26,15) sa wspo6lliniowe.
Wyznaczamy wspoélrzedne wektorow AB i AC:

AB = [2— (—4).—1 —(=5)] = [6.4], AC = [26 — (—4).15 — (—5)] = [30.20]

Zauwazmy. ze AC' = 5AB. zatem punkty A, B i (' sa wspélliniowe.

Cwiczenie 5
Sprawdz. czy punkty P, () i R sa wspdélliniowe.

a) P(2,—1), Q(—2.4), R(10,—-11) b) P(=5.2). Q(13,8), R(19,10)

Przyktad 3

Dane sa wspolrzedne wierzcholtkow A(—1., 3).
B(—3,2) i C'(3,1) réwnolegloboku ABCD. |
Wryznacz wspolrzedne wierzchotka D, B
Zauwazmy, ze AD = BC.
Wyznaczamy wektor BC: Eod

BC =[3-(-3),1 -2 =[6,—1]

Wierzcholek D jest obrazem punktu A w przesunieciu o wektor AD, zatem
D(—1+6,3 — 1), czyli D(5,2).

Cwiczenie 6
Punkty P, () i R sa kolejno srodkami bokéw AB, BC' i C'D réwnolegloboku
ABCD. Wyznacz wspolrzedne wierzcholkéw tego rownolegloboku, jesli:

a) B(3.3), P(5,1), Q(—1,2), ¢) BA =[-5,5], BC = [2,4], Q(3,-1),
b) P(2,0), Q(7,4), R(4,4), d) AB = [8,2], Q(7.2). R(6,4).
Zadania

@ 1. Dane sa punkty A(zi.y1), B(2o,y2) oraz S (2552 020} Wykaz, Ze:

AS =SB =14B

2. Wyznacz wektor %AB’. a nastepnie wspolrzedne punktow P i QQ dzielacych
odcinek AB na trzy rowne czesci.

a) A(—3,-2), B(3,1)  b) A(-10,6), B(8,—6) «¢) A(1,—1), B(2,1)
3. Wyznacz wspolrzedne koncow odeinka AB, jesli wiadomo, ze punkty:

a) P(2,1)1Q(5,4) dziela go na trzy réowne czedei,

b) P(4,-2), Q(3,1) i R(2,4) dziela go na cztery réwne czesci.
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2.10. Wektory — zastosowania

a) Dane sa punkty A(—4.7) 1 B(6,—8). Wyznacz wspolrzedne punktu P,
ktory dzieli odcinek AB w stosunku 2:3. Rozpatrz dwa przypadki.

b) Punkt P(3,—2) dzieli odcinek AB w stosunku 3:4. Wyznacz wspol-
rzedne punktu A, jesli B(—9.16). Rozpatrz dwa przypadki.

a) Punkty A(-2,—3)1 B(4, —1) sa wierzcholkami réwnolegloboku ABCD.
Punkt P(2.0) jest punktem przeciecia przekatnyeh tego réwnolegloboku.
Wyznacz wspoélrzedne wierzcholkow C' 1 D.

b) Punkt P(3.1) jest drodkiem boku AB réwnolegloboku ABCD. Jego
przekatne przecinaja sie w punkcie S(—1, 1). Wyznacz wspolrzedne wierz-
cholkéw tego réwnolegloboku, jedli CD = 2, —4].

Dane sa wektory AC = 1231, BC = 9, 9] oraz punkt A(—5,3). Wyznacz

rownania prostych, w ktorych sa zawarte wysokosci trojkata ABC.

a) Dane sa wektor AB = 6, 3] oraz punkt C'(1,6). Punkt 5(2,3.—;-) jest
srodkiem odcinka BC. Wyznacz wspolrzedne wierzcholkow A 1 B trojkata
ABC.

b) Dane sa wektory AB = [4, —4]. CD = [6,6] oraz punkt C'(6,7) bedacy
wierzcholkiem tréjkata réwnoramiennego ABC o podstawie AB 1 wyso-
kosci C'D. Wyznacz wspolrzedne wierzcholkow A i B tego trojkata.

Podstawa AB trapezu ABCD jest dwa razy dluzsza od podstawy CD.
Wyznacz wspolrzedne wierzcholka C, jesli A(4,—5), B(8.1), D(—3,—1).

Podstawa AB trapezu ABCD jest trzy razy dluzsza od podstawy CD.
Wyznacz wspolrzedne:

a) punktu przecigcia przekatnych tego trapezu, jesli A(—2.2) 1 C'(3.4),
b) wierzeholkéw B, C' i D, jesli A(1,2), AD =[1,3] i DB = [5,0].

a) Udowodnij, ze wspéhrzedne srodka ciezkosei trojkata o wierzcholkach
Alzy.y), Blrg,ys) 1 Clis, ys) wyrazaja sie wzorami:

_ E]TTet+ry _ Y1+ T3
3 ’ 3

b) Dane sa wierzcholki A(—1,0) 1 B(2.5) trojkata A BC. Wyznacz wspol-
rzedne wierzchotka C' i oblicz pole tego trojkata, jesli jego drodek ciezkosei
ma wspolrzedne (—1,2).

Dane sa rownania prostych zawierajacych dwie srodkowe trojkata: y = 2
iy = —x+3 oraz jeden z jego wierzcholtkéw: (1, —2). Wyznacz wspolrzedne
pozostalych wierzcholkéw tego tréjkata.
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2.11. Symetria osiowa

Zalozmy. ze punkt A nie nalezy do prostej [.

Punkt A" nazywamy punktem symetrycznym do punktu A
wzgledem prostej [, jezeli punkty A i A’ leza na prostej pro-
stopadlej do prostej [ i drodek odeinka AA" nalezy do prostej [
(prosta [ jest symetralna odcinka AA').

Punktem symetryeznym wzgledem prostej [ do punktu nale-
zacego do tej prostej jest ten sam punkt (patrz punkt B na

rysunku obok).

Definicja

Symetria osiowa wzgledem prostej [ (lub symetria wzgledem prostej [)
nazywamy przeksztalcenie, ktore kazdemu punktowi plaszezyzny przypo-
rzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem prostej [.

Prosta [ nazywamy osig symetrii.

Na rysunku ponizej przedstawiono trojkaty ABC 1 DEF oraz ich obrazy
w symetrii osiowej wzgledem prostej | — odpowiednio trojkaty A'B'C' 1 D'E'F',
B S
A D'
C = (“rf

— i — —

|
I
[
|
|
|
I
I

B F
Qdleglosé miedzy obrazami dwoch punktéw w symetrii osiowej jest rowna od-
leglosei miedzy tymi punktami (moéwimy, ze symetria osiowa jest przeksaztal-
ceniem, ktore nie zmienia odleglosei miedzy punktami). Zatem obrazem do-
wolnej figury w symetrii osiowej jest figura do niej przystajaca. Na przyklad
obrazem trojkata jest trojkat do niego przystajacy. a obrazem okregu jest

okrag o takim samym promieniu. N/

Cwiczenie 1
Narysuj w zeszycie szesciokat foremny, a nastepnie jego
obraz w symetrii wzgledem prostej (rysunek obok): /

ﬁ.) f[, ]):} ‘!'.a-. '.“] -fr:j- |'|1.*r f.[“ I'.:{'-.



2.11. Symetria osiowa

Figura jest osiowosymetryczna, jesli jest ona swoim wlasnyimn obrazem
w symetrii wzgledem pewnej prostej [. Prosta | nazywamy wowczas osia
symetrii tej figury.

Cwiczenie 2
Podaj. ile osi symetrii maja ponizsze figury.

kwadrat trdjkat rownoboezny prostokat koto

M Symetria wzgledem osi ukiadu wspoirzednych

Przykiad 1 Vi
Obrazem punktu A(2,3) w syvmetrii wzgledem osi OX 5 S Gy T W
jest punkt A'(2, —3). Obrazem punktu A(2,3) w symetrii AT LW L
wzgledem osi OY jest punkt A”(-2.3). .
L
Punktem symetrycznym do punktu Pz, y) wzgledem — 5 1 ' e
osi OX ukladu wspolrzednyeh jest punkt P'(ax. —y). | o
Punktem symetrycznym do punktu P(z. y) wzgledem | |
osi OY ukladu wspolrzednych jest punkt P7(—x,y). A

Cwiczenie 3

Podaj wspolrzedne konedw odeinka A' B’ symetryeznego do odeinka AB wzgle-
dem osi OX oraz odeinka A"B" symetryeznego do odeinka AB wzgledem
osi QY. Narysuj w jednym ukladzie wspolrzednych odeinki AB, A'B"i A"B".
a) A(0.3), B(3,0) b) A(1,—2), B(—4.3) ¢) A(—5,1), B(1.4)

Cwiczenie 4
Dany jest trojkat ABC', gezie A(0,3). B(2,—1), C(3,—1). Narysuj ten trojkat
oraz jego obraz w syimetrii wzgledem: a) osi OX. b) osi OY.

Cwiczenie 5

Dane sg punkty A(—2,1), B(2,-3), C(4,—1) i D(0,3). Podaj wspolrzedne
wierzcholkéw prostokata bedacego obrazem prostokata ABC'D w symetrii
wzgledem: a) osi OX, b) osi OY.
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Przyktad 2
Na rysunku obok przedstawiono okrag K : 0 .4
dany réwnaniem (v — 3)* + (y+1)*=4.
Okrag K’ jest symetryezny do okregu K
wzgledem osi OX (okregi te maja réwne
promienie, a ich srodki sa symetryczne
wzgledem osi OX).

Okrag K" jest symetryczny do okregu K
wzgledem osi QY (okregi te maja rowne
promienie, a ich srodki sa symetryczne

wzgledem osi OY).

Cwiczenie 6
Podaj réwnania okregéw K' 1 K" z powyzszego przykladu,

Cwiczenie 7
Podaj réwnanie okregu K’ symetryeznego do okregu K wzgledem osi O X oraz
okregn K" symetrycznego do okregn K wzgledem osi OY'.

a) K: (2432 +(y—2)2%=16 ¢) K:x®+y?> — 6z —4y+12=0
b) K: (z+2)*+ (y+4)*=13 d) Kiz?+y*+2x+ 12y —12=0
Zadania

1. Sprawdz, czy odcinki AB i A'B' sa symetryezne wzgledem osi OX lub
osi QY.

a) A(—2,1), B(3.-2), A'(-2.-1), B'(3,2)
) ( 3, 4} B =1 _j) Ar{:—;‘” Bi(l_z}
¢) A(—4,-3); B{2,2), A(—4,3), B(-2,2)

d) A(-2 u) B(0,4), A(2.0), B'(0,—4)

2. Narysuj w jednyim ukladzie wspolrzednych tréjkat symetryezny do troj-
kata ABC wzgledem osi OX oraz trojkat symetryczny do tréjkata ABC
wzgledem osi OY,

a) A(-1.2), B(5.3), C(2,5) ¢) A(—3,2). B(0,-3), C(3,2)
b) A(—3,0), B(—2,-5), C(0.3) d) A(—3,—1), B(9,-2), C(2,1)

3. Oblicz p:}l{ czescl wspolnej kwadratu K o wierzcholkach (—5.1). (—2. —2),
(1.1), (—2.4) oraz kwadratu symetrycznego do kwadratu K wzgledem:

a) osi OX, b) osi OY.
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4. Wyznacz rownanie okregu K' symetryeznego do okregn K wzgledem osi
OX. Sprawdz, czy punkt P(—3,2) nalezy do okregu K.
a) K: (x—1)*+(y—1)*=25 ¢) K: (2 +3)*+y“=4
b) K: (z=2)*+(y+2)* =41 d) K: (z+1)*+ (y—4)* =40

5. Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi
OY . Oblicz pole rombu, ktorego wierzcholkami sa srodki okregéow K 1 K’
oraz punkty wspolne tych okregow.

a) K:2°+y*+6x—2y—3=0 b) K: 2*+y*—8x+4y—5=0
6. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Dany jest okrag K o drodku w punkcie $(4.2) i promieniu r = /5.
Wyznacz réwnanie okregu K' symetrycznego do okregu K wzgledem
prostej l: y = 3.

Niech m: y = ax + b bedzie prosta
przechodzaca przez punkt S oraz

m 1 l. Zatem a = —-:l,: Oraz:

m:y = —%:{: +b
Do réwnania prostej m podstawia-
my wspélrzedne punktu S(4,2)
i otrzymujemy:

WE = —I-,';:r + '3%

Niech P bedzie punktem przeciecia prostych [ i m. Jego wspolrzedne
spelniaja uklad réownan:
y = 3z

i = — %.r + 3%
Zatem P(1,3).
Wspoéhrzedne punktu " - srodka okresu K’ — wyznaczamy, korzystajac
z tego, ze punkt P jest srodkiem odcinka S'S. Otrzymujemy S°(—2.4).

Poniewaz okrag K' ma ten sam promienn co okrag K. jego rownanie
ma posta¢ (x+ 2)% + (y — 4)? = 5.

Wyznacz rownanie okregu symetrycznego do okregu K wzgledem prostej .
a) K:(x =52+ (y—-27°=2, hy=2r-3

b) K:z®?+4y*—8x—6y+9=0, Lz+3y—2=0

¢) K:ix*+9y*—102—-8y+25=0, :2x+3y—-9=0
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2.12. Symetria srodkowa

Punkt A" nazywamy punktem symetrycznym do punk-

tu A wzgledem punktu O (A # O), jezeli punkt O jest
srodkiem odeinka laczacego punkty A 1 A'.

Punktem symetrycznym do O jest on sam. A

)

Symetria srodkowa wzgledem punktu O (lub symetria wzgledem punktu O)
nazywamy przeksztalcenie, ktore kazdemu punktowi plaszezyzny przypo-
rzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem punktu O,

Punkt O nazywamy Srodkiem symetrii.

Na rysunkach ponizej przedstawiono trojkaty ABC, DEF i1 GHI oraz ich
obrazy w symetrii rodkowej wzgledem punktu O,

/ H'

\ H
E I

{"‘H’
Symetria srodkowa jest przeksztalceniem, ktore nie zimienia odleglosci miedzy
punktami. Zatem obrazem dowolnej figury w symetrii Srodkowej jest figura

do niej przystajaca.

Cwiczenie 1
Narysuj trojkat rownoboczny ABC', a nastepnie przeksztalé go symetryveznie

wzgledem:
a) jednego z jego wierzcholkow, ¢) punktu przeciecia jego dwusiecznych.
b) drodka jednego z jego bokow, d) punktu lezgcego na zewnatrz niego.

Figure nazywamy sSrodkowosymetryczng. jesli istnieje taki punkt O, ze
figura ta jest swoim wlasnym obrazem w symetrii wzgledem tego punktu.
Punkt O nazywamy wowcezas Srodkiem symetrii tej figury.

Cwiczenie 2
Ktora z wymienionych figur ma $rodek symetrii: tréjkat, réwnoleglobok, pro-
sta, kwadrat, odcinek. pélprosta?
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B Symetria wzgledem poczatku ukiadu wspdétrzednych

Przykiad 1 Y g
Punktami symetrycznymi do punktéow A(—3,-3), C’ 2 r? P
B(—1.-4) i C(—2.3) wzgledem poczatku ukladu 5 '*‘}\ fr" el
wspolrzednych sa odpowiednio punkty A'(3.3), N [/ A
B(1,4) i C'(2,-3). e
' I‘Z"fx\l ‘&F
Punktem symetryeznym do punktu Plr.y) el _.;._t’f.f,.?;___ T
wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych jest LA M
punkt P'(—z,—y). < f; | F’

Cwiczenie 3

Trojkat A'B'C” jest symetryezny do tréjkata A BC wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednyceh. Podaj wspolrzedne wierzcholkow trojkata A'B'CY.

a) A(3,-2), B(—2,-1), C(-1.4) b) A(2,-2), B(1,3), C(-3,1)

Cwiczenie 4

Prostokaty ABCD 1 A'B'C'D’ sa symetryczne wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednyeh. Oblicz pole czesci wspdlnej tych prostokatow.

a) A(=3,-2), B(5,-2), C(5.3), D(-3.3)

b) A(-2,1), B(1,-2), C(3,0), D(0,3)

Przykiad 2

Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednyceh do okregu K: (x — 3)° + (y — 2)* = 4. Narysuj te okregi.

Srodkiem okregu K jest punkt S(3.2),
a jego proniien r = 2.

Zatem srodkiem okregu K’ jest punkt
symetryczny do S wzgledem poczatku
ukladu wspélrzednych, czyvli §'(—3. —2).
a jego promien r’ = 2.

Oznacza to, ze okrag K' jest dany row-
naniem (x + 3)° + (y +2)* = 4.

Cwiczenie 5
Wyznacz rownanie okregu K' symetrycznego wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednych do okregu K: (2 +5)° + (y — 3)? = 16. Narysuj te okregi.

1531 .
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Cwiczenie 6
Wyznacz réwnanie okregu A’ symetrycznego wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednych do okregu K. Narysuj te okregi.

a) K:z* 4+ 9> +62—2y+1=0 ¢) Kir* +y? +4e+2y+1=0

by K:z2?49* =22 +4y—-11=0 d) Koo+ 9y —dx—-6y—12=0
Zadania

1. Punkt A" polozony jest symetryveznie do punktu A wzgledem poczatku

ukladu wspotrzednyeh. Oblicz diugosé odeinka AA’, jedli wiadomo, ze:

a) A(3,4), b) A(~1,4), ¢) A(=6,-8), d) A(a,a).

Narysuj w ukladzie wsp6lrzednych prostokat ABC'D i znajdz jego obraz
w symetrii wzgledem pocezgtku ukladu wspolrzednych.

a) A(1,1), B(4,1), C(4,3), D(1,3)
b) A(=3,-1), B(1,-1), C(1,2), D(-3,2)

Roéownoleglobok A'B'C" D’ jest obrazem réw-
nolegloboku ABC' D (rysunek obok) w syme-
trii wzgledem punktu (). Oblicz pole czesci
wspolnej tych rownoleglobokow.

Okrag K’ jest obrazem okregn K w symetrii wzgledem osi OX, a okrag K”

jest obrazem okregu K' w symetrii wzgledem osi OY. Uzasadnij, ze

okrag K" jest obrazem okregn K w syvmetrii wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednych.

Wryznacz punkty wspolne okregu K oraz jego obrazu w symetrii wzgledem
poczatku uktadu wspélrzednych,

a) K: (x—2)°+ (y+2)* =10 ¢) K: (x—2)2+(y—1)*=10

b) K:(z+4)*+(y—1)* =34 d) K: (x+2)*+ (y —3)* =26

Okrag K' jest obrazem okregu K w symetrii wzgledem pocezatku ukladu
wspolrzednych. Oblicz pole czeSci wspdlnej kol przez nie ograniczonych.
a) K:ax?+y?—4de+4y—8=0 ¢ K:2*>+9y*—-6vV3z—-9=0

b) K:x*+y*—4a0—12=10 d) K: ;r"'}—}—yz—ﬁy@;r:—{iﬁy—ls = ()
Okrag K:(x+2)*+(y—4)° = r?iokrag K' bedacy jego obrazem w symetrii

wzgledem poezatku ukladu wspdlrzednych sa styezne zewnetrznie. Podaj
rownania wspolnych stycznych tyeh okregow.



2.12. Symetria grodkowa

2.13. Zagadnienia uzupetniajace

B Zbiory punktéw o danej wlasnosci

Przykiad 1
Punkty réwno odlegle od dwoceh przecina-
jacych sie prostych lezg na dwusiecznych

katow ntworzonych przez te proste.
Na rysunku obok przedstawiono proste: ? 0

kry=3z i Ly=—3x+2

Proste & 1 [ przecinaja sie w punkcie (2.1). zatem zbior punktow rowno
odleglych od tych prostych jest suma dwoch prostych: @ = 2 oraz y = 1.

1. Wyznacz zbior punktow rowno odleglych od prostych k1.

a) kry=2x+5, Ly=—-2r—2 e) kry=0, I:y= 3z
b} gpae=g i we=] d) k:y=-3, Ly=1
Przykiad 2

Wyznacz zbior punktow, ktorych odleglosé od punktu A(1.0) jest dwa
razy wigksza od odleglosei od punktu B(4,0).

Niech P(x,y) bedzie punktem, takim ze |PA| = 2|PB|. Wéwczas:

SRR =0T,
2 — 2z + 1+ y* = 42% — 322+ 64 + 4y°
~32% — 3y* + 302 — 63 =0/ : (=3) A
2® +y? — 10x+21=0 O] 4

(2* — 102 +25) — 25+ 4> +21 =0
(¢ —5)" +y* =4

Zatem szukanym zbiorem punktéw jest okrag o srodku (5,0) i promieniu 2.

2. Wyznacz zbior punktow. ktéryeh odleglosé od punktu:
a) A(0,0) jest dwa razy wieksza od odleglosci od punktu B(6,0),
b) A(—2,0) jest dwa razy wieksza od odleglodci od punktu B(4,0),
c¢) A(D,1) jest trzy razy wieksza od odleglosci od punktu B(0,—3).
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Przykiad 3
Wryznacz zbior Srodkéw okregow styeznyeh do osi OX 1 przechodzacych
przez punkt A(0,2).

Niech punkt P(z,y) bedzie srodkiem okregu spelniajacego warunki zada-
nia, a Q(x.0) — punktem stycznoéei tego okregu z osia OX .

Wowezas: L TpA 3

|PA| = |PQ|
Vai+(y—22=y >0
2 +y -y +4=y°

dy=a*+4

y=s2°+1 0

Zatem szukanyin zbiorem punktéw jest parabola y = ﬁ.‘f"" =ht |

3. Wyznacz zbior srodkow okregow przechodzacych przez punkt:

a) A(0,4) i styeznych do osi OX. b) A(6,0) i stycznych do osi OY.

Przykiad 4
Wryznacz zbiér punktow o dodatniej rzednej bedacych srodkami okregéw
styeznyeh wewnetrznie do okregu K: 22 + y* = 16 i styeznych do osi OX.
Niech punkt P(x,y) bedzie srodkiem
okregn K| spelniajacego warunki zada-
nia. Promien tego okregu jest réwny y
i spelnia warunek y € (0;2). Niech A be-
dzie punktem stycznoseci okregow K i K. i s :
Wowezas |OP| =4 — |[PA|=4—yoraz [ | | 0] 1 |X
|OP| = a7 + y2, zatem otrzymujenty réwnanie:
m=4—# b=y =10
o +y* =16 — 8y + y°
8y =—a*+16

Otrzymalismy réwnanie paraboli y = —.—éltg + 2, zatem szukanym zbiorem
punktow jest jej fragment dla x € (—4;4).

4. Wyznacz zbiér punktow o dodatniej odcigtej bedacych drodkami okregow

stycznyeh wewnetrznie do okregu 12 + 42 = 4 i styeznyeh do osi QY.
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B Jednoktadnoscé

Jednokladnoscia o srodkn O i skali i # 0 nazywamy przeksztalcenie, ktére
kazdemu punktowi P plaszezyzny przyporzadkowuje punkt P’ taki. ze:

OP =k.OP
O P P P 0 P

Punkt P’ jest obrazem punktu P Punkt P’ jest obrazem punktu P w jed-
w jednokladnosci o drodku O iskali 2. nokladnosei o srodku O 1 skali —3.

Obrazem odcinka AB w jednokladnodei o skali k jest odeinek A'B' réwno-
legly do odcinka AB taki, ze |A'B'| = |k| - |AB).

5. Dany jest odcinek AB, gdzie A(4, —2), B(2,2). Narysuj obraz odecinka AB
w jednokladnosci o srodku O(0.0) 1 skali k. Oblicz dlugosc¢ otrzymanego
odeinka, jesh:

a) b=z, b) k=—1. e) k= —z, d} k=3

2

Figury F| i F, nazywamy jednokladnymi. jezeli istnieje jednokladnosé
przeksztalcajaca figure £ na figure Fi.

Aby narysowa¢ obraz dowolnego wielokata w jednokladnosei o srodku O
i skali &, wystarczy znalezé obrazy wszystkich wierzcholkdéw danego wie-
lokata w te] jednokladnosci. a nastepnie polaczyé je odpowiednio

odeinkami. B, _

Ay

Kazdy z trojkatow: Ay ByC), AsBoCy. AsBsCy 1 AyB4Cy jest obrazem trojkata
ABC w jednokladnosei o srodku O i skali, odpowiednio, ky = 2, ka = ¢, ks = —3
i .'J;.'.[ =1

6. Dane sa punkty A(2,0). B(4,—4) i C(4,2). Narysuj trojkat A'B'C" bedacy
obrazem trojkata ABC w jednokladnosei o srodka O(0,0) i skali k. Oblicz
pole trojkata A'B'C".

a) k=2 b) k= -1 ¢) k=—1 d) k=3
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Jesli skala jednokltadnosci dwéch figur jest réwna k. to skala ich podo-
bienistwa jest rowna |k].

Obrazem okregu o srodku w punkeie S; i promieniu r; w jednokladnosci

o Srodku w punkcie O i skali k jest okrag o srodku w punkcie S, takim, ze
—} T——— 2 : e Z
085, = k+ 08, i promieniu r, takim. ze ry = |k|- 1.

Na rysunku przedstawiono okrag K, i+ 1YY
o $rodku S,(2.1) i promieniu r, = 1. TR R

= Obrazem okregu K, w jednokladnosci

odrodku O iskali k=2 jestokragg K» | NS )

o frodkn S3(4.2) 1 promieniu r, = 2. o EH .

= Obrazem okregu K, w jednokladnosei [ .- 1 ekt
S5 | :

o érodku O i skali k = —1 jest okrag Ky <08/ [ | . . . 1

o $rodku S3(—2.—1) i promieniu ry = 1.

7.

10.

*11,

Zauwazmy, ze jednokladnoscé o skali & = —1 jest symetria srodkowa.

Narysuj okrag Ks bedacy obrazem okregn K;: (z — 3)? + y° = 4 w jedno-
kladnosci o srodku Q(0,0) 1 skali:

a) k=2, b) k= -1, ¢c) h=-2.

Dany jest okrag K, o réwnaniu (z — 2)? + (y — 1)? = 4. Okrag K, jest
obrazem okregu K, w jednokladnosci o srodku w punkeie P iskali k. Podaj
rownanie okregn K.

a) P(0,0), k=2 b) P(4,2), k=3 ¢) P(2.-4),k=—

&)=

Okrgg K5 o réwnaniu x* — 4o + y* — 4y = 0 jest obrazem w pewnej
jednokladnosei okregn K, o réwnaniu o + 2@ + y* + 2y = 0. Wyznacz
srodek tej jednokladnosci oraz podaj jej skale. Rozpatrz dwa praypadki.

Okrag K3 o réwnaniu (& — 3)° + (y — 2)* = 9 jest obrazem okregu K
o promienin 1 w jednokladnosci o srodku w punkcie P(3,—1). Wyznacz
rownanie okregu iy, Rozpatrz dwa prazypadki.

Okrag K, o srodku w punkeie (4, —2) jest styczny do osi OX. Okrag ten
przeksztalcono przez jednokladnoéé o skali & = —2 i érodku w punkeie P

nalezacym do prostej @ + 2y = 0. W ten sposéb otrzymano okrag K.
Podaj rownanie okreenu K., 1esh jest on stverny do osi: a) OX. b)) (Y.



2.13. Zagadnienia uzupeinigjace

Vv

Zestawy powtorzeniowe

W Zestaw |

1.

Oblicz dlugosci odcinkow AB, BC' i AC. Czy punkty A, B i €' sa wspol-
liniowe?

a) A(—4,5), B(0,2), C(8,—4) c) A(—4,-12), B(2,-4), C(10,2)
b) A(13,5), B(-3,-3), C(5,1) d) A(-2v/2.8), B(0,0), C(v2,—4)

Sprawdz, czy trojkat ABC jest réwnoramienny lub prostokatny.

a) A(—3,1), B(3,—3), C(1,7) b) A(—3.4). B(10,-2). C(5,8)

. Wykaz, ze trojkat ABC jest prostokatny oraz rownoramienny. Wyznacz

wspolrzedne srodka okregu opisanego na tym trojkacie.

a) A(0,6), B(2,0), C(8.2) B) A(=T7,-2); B(2,1), C(~1,10)

Kwadrat, ktérego jeden z wierzcholtkow ma wspdlrzedne (1, —4). ma ob-
wod réwny 8v/5. Punkt przeciecia przekatnych tego kwadratu nalezy do
prostej y = « — 1, a wspolrzedne tego punktu sa liczbami ujemnymi. Ob-
licz wspolrzedne pozostalyeh wierzecholkéw kwadratu.,

W tréjkacie o wierzchotkach A(2,—1), B(1.2) i C(-3.4) poprowadzono
srodkowa AD 1 wysokose AE. Oblicz ich dingosei.

a) Na prostej przechodzacej przez punkty A(1l,—-3) i B(6,T7) wyznacz
punkty, ktorych odleglosé od punktu A jest rowna 2.

b) Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A(2,—1), réwno
oddalonej od punktéw B(2,.4) i C'(0.3).

Podaj rownanie okregu o srodku S i promieniu . Narysuj ten okrag. Wy-
zmacz jego punkty przeciecia z osiami ukladu wspoélrzednych.

a) S(—4,0),r=25 ¢c) S(—1,2), r=+4
b) S(2.3), =25 d) §(-3,-4),r=1
Do okregu o srodku (1,2) nalezy punkt (3,2). ¥

a) Wyznacz rownanie tego okregu.
b) Wyznacz wspélrzedne punktéw, w ktérych okrag ten
przecina os QY. 1

) Oblice pole zacieniowanero obszaru (rvsunek obok). Pl v
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9.

10.

11,

12.

Vv

Okrag o srodku w punkcie K, jest styczny do prostej [, a okrag o Srodku
w punkeie I, jest styczny do prostej k. Oblicz promienie tych okregow oraz
odleglos¢ miedzy ich Srodkami. Okresl wzajemne polozenie tych okregow.

a) Aq(-1.4), l:a=1, K:(1,4); k:z=3
b) Ki{—=8,-3), {:y=-2, Ko{—3,-4), kijj=-86

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie nie opisuje okregu?
a) * +y* —dr+2y=m*—9 b) &®+y* —2mr+4dy=m*+m—7

Dla jakich wartosci parametru m okregi K, 1 Ks sa styczne zewnetrznie?
a) K+ +2r+2y=m* -2, Ky:a*+y*— de — 6y =4m* — 13
b) Ki: 22 +y? +6x—dy=m?—-13, Kp: 2*°+9y? —20—4dy=m*+2m—4
Dla jakich wartoscl parametru m okregi K 1 Ky maja tylko jeden punkt
wspolny?

a) Kipx? +9y? —4de—2y+1=0, Ky: 2> +9° + 62— 29+ 10—-m =20
b) K+ 9y —do+2y+4=0, Kp: 2®+y* +20 -6y + 10— 5 =0

W Zestaw Il

1.

Wyznacz wspolrzedne punktu przeciecia symetralnyeh trojkata ABC. Po-
daj réwnanie okregu opisanego na tym trojkacie.

a) A(0,0), B(4,—4), C(4,8) b) A(-2,—2), B(6,—2), C(2,6)

Punkt P lezy na prostej I, a jego odleglodé od prostej y = —a + 2 jest
réwna 4v/2. Wyznacz wspélrzedne punktu P.

a) by=x+2 b) LLy=32x—6

Jeden z bokow kwadratu opisanego na okregu o srodku w punkcie P jest
zawarty w prostej k. Wyznacz réwnania prostych zawierajacych pozostale
boki tego kwadratu.

EL) P{—ETI), ke Y = 3r — 3 h'} P(3,1:1, k: 1y = -f'-i-;t: + 10

Oblicz odleglos¢ miedzy prosta [;: y = —a 4+ by a prosta lo: y = —x + by,
jesli wiadomo, ze pierwsza z nich jest odlegla od punktu (0.0) o 2, a druga
o 6 oraz by, bs > 0. Wyznacz réwnania tych prostych.

Dla jakich wartosci parametru m trojkat ABC ma pole rowne 247
al A(—1.1). B{3. =3)Y. O(wm.m) bl A{—4 —6). B{&.6) ' (m.6 — m)



Zestawy powtorzeniowe

Vv

12,

13.

14.

15.

Oblicz promiein okregu stycznego jednoczesnie do prostych ki [. Wyznacz
rownanie tego okregu, jesli jego Srodek lezy na prostej y = —x.
a) k: y=z+2, L y=x+6 b) k: y=z2+2,: y=3x-8

Tréjkat réwnoramienny jest wpisany w okrag (z — 1)* + (y — 2)* = 50.
Oblicz wspolrzedne wierzcholkow tego trojkata. jesli wiadomo, ze:
a) jego podstawa jest zawarta w prostej y = x — 7.

b) jedno z jego ramion jest zawarte w prostej y = ~a + 4.
1 " & L _2

Bok AB trojkata ABC zawiera sie w prostej x +y — 2 = 0, a bok AC -
w prostej 3 — 5y — 14 = 0. Punkt S(0, —2) jest srodkiem boku BC'. Oblicz
wspoOlrzedne wierzcholkdw tego trojkata oraz wyznacz rownanie okregu
oplsanego na nim.

Oblicz odleglosé punktu P(0,—3) od prostej. do ktérej naleza punkty
wspolne okregéw o +4dr+y* +2y+4=0o0raz 2° + 2z +y° + 4y +4 =0,

Uzasadnij. ze w ]:--:: 'm.'j symetrii Srodkowej okrag a+y* +120+32 = 0 jest
obrazem okregu == + y* — 4o — 4y + 4 = 0. Wyznacz $rodek tej symetrii.

. Wyznacz roéwnanie okregu symetryeznego do okregn a®+1y°+6x—4y—3 = 0

wzgledem:
a) osi OX, b)osi OY, c) prostej y=x—3, d) prostej y=—2x+ 6.

a) Wyznacz réwnania stycznych do okregu o + y* + 4o + 2y — 35 = 0,
prostopadlych do prostej 3z — y = (.

b) Przez punkt A(3, —4) poprowadzono styczne do okregu o srodku S(3.1)
i promieniu /5. Oblicz dlugose odeinka laczacego punkty styeznosci,

Dla jakiej wartosci parametru m réwnanie 2 +y° — 2max + 3m = () opisuje
okrag styczny do prostej @ = 27

Oblicz pole czesei wspdlnej tréjkata ABC 1 jego obrazu w przesunieciu
o wektor U = [—4.1].

a) A(—4,0), B(4.0), C(0,4) b) A(—3.,0), B(3,0), C(0,3v3)
Punkty P i ) sa $rodkami bokdéw odpowiednio AB 1 AC' tréjkata ABC.
Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej bok AC. jesli:

a) A(—4,1), P(-1,-%),CB = [1,-8],

BY P(1.2) AP =049 PO = [—2 11
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Sposob na zadanie @

Przyktad
Dla jakich wartodci parametru m okrag (x — 2)° + (y — m)
do prostej y = 20 — 17

= 5 jest styezny

Aby rozwiazac¢ to zadanie, mozemy postapic¢ na rozne sposoby.
I sposéb

Okrag jest styvezny do prostej, gdy uklad réwnan:

y=2r—1
{ (x -2+ (y—m)’ =5

ma jedno rozwigzanie,
Przeksztalcamy drugie rownanie 1 ofrzymujemy:

4y —dr—2my+m*—-1=0
Podstawiamy y = 2x — 1:

2+ (2r— 1) —dox—2m(2e —1)+m* —1=0
244t —da+1—dz—4dme+2m+m2—-1=0

b —4(m+2)x+m(m+2)=0
A =16(m+2)? — 20m(m + 2) = —4m* + 24m + 64 = —4(m + 2)(m — 8)
Uklad réwnain ma jedno rozwiazanie, gdy A = 0, czyli dla m € {—2,8}.

b

LY
II sposob % 2l N

Okrag jest styczny do prostej. gdy odleglosé jego
srodka od tej prostej jest rowna promieniowi okregu.
Srodkiem okregu jest punkt S(2.m). a jego promien
7= y/5.
Roéwnanie prostej zapisujemy w postaci ogélnej:
20 —y—1=0

Odleglos¢ punktu S od proste] 2o —y—1 =

j2:2—1-m-1| . t_tgl

v 22+(-1)2 V5
. - ” " 3_ T -
B,UEWIQZII_]E‘IH}-' FOWTLLI1e: | m — v,/:]_
3—m| =5

=

3—m=5 lub 3—m=-=5

B

m=-—2 lub m =28

Ddoowied? Nanyv altrac iest ctvernv do pbrostel 1 —= 29 — 1 dla e 1 —92 QL



Sposcb na zadanie

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko

1.

jedna odpowiedz jest poprawna.

Punkty A(—3,2). B(1,2), C(5.6) i D(1,6) sa wierzcholkami réwnoleglo-
boku ABCD. Jego obwdd jest liczba nalezaca do przedzialu:

A. (13;16), C. (19;22),

B. (16:19), D. (22:25).

Dany jest okrag o srodku w punkcie 5, 1 promieniu 3 oraz okrag o srodku
w punkeie S; i promieniu 2. Okregi te maja jeden punkt wspolny, jesli:
A. 5/(1,2), S5(4,5), C. 5,(—6,2), Ss(—2,-1),

B. 5:(2,1), 52(3,2), D. 8,(—4,-3), 5:2(-2,-2).

Okrag o érodku w punkcie S(—1,2) i promieniu +/10 ma dwa punkty
wspolne z prosta AB, gdy:

A. A(-3,-2), B(1,-1), C. A(0.5), B(3,4),

B. A(-2,-5), B(2.2), D. A(2,1), B(4,7).

Punkty A(-3.7), B(17,-3) i C'(13,5) sa wierzcholkami réwnolegtoboku
ABCD. Wierzcholek D ma wspdélrzedne:

A. (—7,15). C. (—4,8),

B. (—4,10), D. (—20,10).

Punkty A(—4.—4), B(6,—4) i C'(14,2) sa wierzcholkami rombu ABCD.
Okrag wpisany w ten romb dany jest réwnaniem:

A.o* —8r+y* +2y+1=0, C. 2°+y*— 10z + 2y — 10 =0,

B. 2" -8z 4y +2y+8=0, D. 2+ —=102+2y+ 17 =0.

Obrazem okregn z°+ 4> +6x —2y+6 =0 w przesunieciu o wektor
o =[5, —4] jest okrag:

A. 2+ 9y +40—6y—4=0, C.a’+y*—42—6y—9=0,

B. 22+ y?—dzx+6y+9=0, D. 22 +y*+4z+4 6y +4=0.

Zaba, wykonujac skok, przesuwa sie o wektor @ = [3,1] lub & = [-1,2].
Na poczatku znajdowala sie w punkcie P(—2,-3). Wszystkie punkty,
w ktorych moze znalezé sie zaba po wykonaniu trzech skokéw, leza na
prostej danej rownaniem:

A.y=3x+1, C. y=—a+2,

) = G ity SOLE Ty s el
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Przed obowiazkowa matura z matematyki @

B Zadania krotkie] odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Dane sa punkty A(—5.1), B(=3.5), C(5,—1) i D(11,—3). Oblicz odleglos¢
miedzy Srodkami odeinkéw AB i CD.

Zadanie 2 (2 pkt)
Oblicz odleglosé punktu P(1,6) od prostej y = S — 1.

Zadanie 3 (2 pkt)
Wryznacz rownanie okregu o srodku S(4.1) styveznego do prostej y = —2.

Zadanie 4 (2 pkt)
Podaj réwnanie okregu K’ symetryeznego do okregu K: (2 —4)°+ (y+3)* =4
wzgledem osi OX. Oblicz odleglosé miedzy srodkami tych okregow.

M Zadania rozszerzonej odpowiedzi

(D] Zadanie 5 (5 pkt)

Uzasadnij, ze czworokat o kolejnych wierzcholtkach A(—2.-1), B(4,1), C(6,7)

i D(0.5) jest rombem. Oblicz jego pole i wysokosc.

Zadanie 6 (4 pkt)

Punkty A(4.2) i B(1.6) sa wierzcholkami réwnolegloboku ABCD. ktérego
przekatne przecinaja sie w punkcie S(0,3). Wyznacz réwnanie syimetralne;
bhoku C'D,

[D] Zadanie 7 (3 pkt)

Uzasadnij. ze okregi dane réwnaniami:
(=4 +(y—=3) =51 (z—=1)22+(y+3)* =20

sa styczne zewnetrznie.

Zadanie 8 (5 pkt)

W okrag (x—2)*+(y —1)? = 25 wpisano tréjkat prostokatny réwnoramienny
ABC o kacie prostym przy wierzcholku C(—1,—-3). Wyznacz wspélrzedne
pozostalych wierzchotkow tego trojkata.

Zadanie 9 (4 pkt)

Okrag K' jest obrazem okregu K: (2+3)*+(y—1)* = IT% w symetrii wzgledem
poczatkn ukladu wspolrzednych. Podaj rownanie okregu K’ i wyznacz wspol-
rzedne punktow, w ktorych przecina go prosta przechodzaca przez srodki tych

#
Fi ‘lL" iy yTLr
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-3 odpowiedZ ma postac¢ trzyceyvirowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)
Punkty A(—2, —1) i (4, 1) sa wierzcholkami rombu ABC' D o boku dlugosci 5.
Oblicz pole tego rombu. Zakoduj trzy pierwsze cyiry rozwiniecia dziesigtnego
otrzyvmanej liczby.

Zadanie 2 (2 pkt)

Srodek okregu przechodzacego przez punkty A(4.0) i B(2.2) lezy na prostej
y = —ux. Oblicz promien tego okregu. Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze
cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 3 (2 pkt)

Oblicz obwdd traojkata rownobocznego wpisanego w okrag dany rownaniem
w2+ y? +6a—2y+6 = 0. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia
dziesietnego otrzymanej liczby.

Zadanie 4 (5 pkt)

Dtuzsza podstawa trapezu rownoramiennego wpisanego w okrag o réwnanin
r” 4y’ + 22 — 4y — 45 = 0 jest Srednica tego okregu. Oblicz wysokosé tego
trapezu, jesli wiadomo, ze jedno z jego ramion lezy na prostej y = 3x — 15.

Zadanie 5 (6 pkt)
Punkty A(—2,3), B(0,1) i C(3,6) sa wierzcholkami trdojkata ABC. Oblicz

odleglosé srodka ciezkosci tego traojkata od srodka okregu na nim opisanego.

Zadanie 6 (4 pkt)
Dla jakiej wartodci parametru m okrag 2* +y* — 2ma — 2y +m?® — 67 = 0 ma
dwa punkty wspdélne z prosta y = —4dx + 37

Zadanie 7 (4 pkt)

W okrag o réwnaniu z* + y* — 22 — 4y — 15 = 0 wpisano trapez. Jego dluzsza
podstawa jest zawarta w proste] x —y = 1. Wyznacz wspolrzedne wierzchol-
kow tego trapezu, jesli wiadomo, ze jego wysokosc jest rdwna 4+/2.

Zadanie 8 (4 pkt)

Dane sa wierzcholki B(10,5) i D(1,5) trapezu ABCD, ktérego podstawa AB
jest trzy razy dluzsza od podstawy C'D oraz AB = [12,6]. Oblicz wspdlrzedne
pozostalych wierzcholkdw tego trapezu. Wyznacz wektor. ktorego poczatkiem
jest Srodek ramienia AD, a koncem srodek ramienia BC.

Zadanie 9 (5 pkt)

Dla jakiej warto$ei parametru m pole tréojkata o wierzcholkach A(0,—3),
TRED Ay, 8 e o e N R o B R
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2. Geometria analityczna

Pojecia ciagn uzywamy. mowiac o kolejno ustawionych obiektach. Moga to byvé
obiekty matematyczne lub inne. W rozdziale tym omawiamy ciagi liczsbowe,
czyli takie, ktérych kolejnymi wyrazami sa liczby. Przyklady ciagow:

1,4,9, 16, 25, 36, ...

ciag kwadratow kolejnych liczb naturalnyeh dodatnich,
11 1 1 1 1

5131 1 3y 110 3300+ — clag odwrotnosci kolejnych liezb pierwszych,
1.4, 1,41, 1,414, 14142, 141421, 1.414214, 14142136, ... — ciag kolejnych

PRSI = e T L S [



i) Ty eid: B A g Sy el T y A b |

3.1. Pojecie ciggu

Liczby: 1, 3. G, 10, 15. . .. to kolejne liczby trojkatne — nazwe wyjasnia ponizszy

rysunek. 0O
O OO 000

OOO OOQO OOOOOOO OQOOO
6

ay = 10 as = 15

ﬂ-1:1 ﬂ!-g::j

Mowimy. ze liczby trojkatne tworza cigg. Ciag jest okreslony, jesli kolejnym
liczbom naturalnym dodatnim przyporzadkowano wartosci: a,, as, ag, . ... kto-
re nazywanly wyrazami ciggu.

Przykiad 1
W ciagu: 1. 4, 9, 16. ... wyrazy sa kwadratami kolejnych liczb naturalnych

dodatnich. Na przyvklad wyraz ag = 9° = 81, a,, = 10° = 100.

Ogodlnie, n-ty wyraz ciagu ma postaé: a,, = nZ.

Cwiczenie 1
Odgadnij regule. wedlug ktorej mogly powstac¢ wyrazy danego ciagu, i podaj

a) 2,4, 8, 16, 32, 64, ... . M ) M PP G T A, (R
D) 44 b g e e R

Definicja
Ciggiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbior
liczb naturalnych dodatnich.

Czasem za dziedzine ciagu przyjmowany jest zbior wszystkich liczb naturalnveh N.

Uwaga. Zamiast .ciag nieskonezony” bedziemy pisac¢ krotko: .ciag”.

Kiedy mowimy o ciagach. uzywamy zwykle innych oznaczen niz do opisu funk-
cji. I tak ciag a: N — R oznaczamy (a,). Kolejne wartosci funkeji a. czyli
wyrazy ciagu: a(l), a(2), a(3). ...,

4N
SR 1) 2 __

oznaczamy odpowiednio: a. ay, asz, ... P ;
Przykfad 2 1 * {0
Na rysunku obok przedstawiono wy- DT et o o, s e e, v T S

L - - * +* 1 ] E : : - - i . f -
kres ciagu odwrotnosci kolejnych liczb - . T s 3 %
B ML e S, St [, IV, PAT CIE | 1 1 | I 1 5 iy i [t Fal -— Fa ! e I
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Cwiczenie 2 Ac¥pl iz e, Bl

Na rysunku A przedstawiono wykres 5 '
ciagu kolejnych liczb parzystych: 2. 4, o

6. 8 10, ..., a na rysunku B wykres ‘

ciagu stalego o wszystkich wyrazach T 0
rownych 3. Podaj wyrazy siedemnasty ol T

oraz setny kazdego z tvch ciagow. i Fis : :

ol 1 X ol 1 X

Cwiczenie 3

Naszkicu] wykres ciggu:

a) poldwek kolejnych liczb naturalnyvch: % %, % Ei %, ;

b) kolejnych poteg liczby 2: 3. 3. 5 155 ---

¢) naprzemiennego: 2, —2, 2, -2, 2, -2, ...

V4

L Czasami, zamiast rysowac¢ wykres
R T g ciagu w ukladzie wspdlrzednych (ry-
2 g sunek obok), wyrazy ciagu bedziemy
& - ' _ zaznacza¢ na osi liczbowej (rysunek

14 ponizej).

) 1 2 3 1 5 X {L} l ay | d: a3 dids —

Cwiczenie 4
Zaznacz na osi liczbowej pie¢ poczatkowych wyrazow danego ciggu.

a)0,3, 2,8 8 88 . b) 4,2,1,3, 318 -+ ¢)1,-1,2,-2,3,-3, ...

Wiekszos¢ ciggow przez nas rozpatrywanych to ciagi, ktéorych wyrazami sa
liczby — takie ciagi nazywamy ciggami liczbowymi. Oprocz ciagow liczbowych
rozpatruje sie rowniez inne ciagi, np. ciag prostych, cigg wielokatéw.

Przyktad 3

Na ponizszych rysunkach przedstawiono pie¢ poczatkowych wyrazow ciagu
wielokatow foremmnych wpisanych w okrag o promieniu 1.

x iy (g i (s
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3.1. Pojecie ciagu

Rozpatrujemy rowniez ciggi skonczone, czyli takie, ktéryceh dziedzina jest zbior

skoficzony {1,2, ...,n}. Ciag a;.as,...,a, nazywamy ciaggiem n-wyrazowym.
Przyktad 4
W tabeli przedstawiono dwa rozne ciggi ) (5.)
: : ; : n a

siedmiowyrazowe: (a,) — ciag nazw dni ty- | i i
godnia ulozonych w kolejnosci nastepowa- 1 poniedzialek = czwartek
nia po sobie oraz (b, ) — ciag nazw dni tygo- 2  wtorek niedziela
dnia ulozonych w kolejnosci alfabetycznej. 3  éroda piatek

2 . e . 4 | czwarte onledziate
Zwréé uwage na to, ze w przeciwienstwie ek Demsialalex

s v " i - & E . T -

do zbioréw kolejnos$é¢ wyrazéw w ciagu ma | 2 P igtek sobota
zmaczenie. Jezeli zmienimy kolejnosé wyra- 6 | sobota sroda
zOW w ciagu, to otrzymamy nowy ciag. 7 niedziela wtorek
Zadania
1. Podaj wyrazy a;, ag, ag i ayy clagu:

a) kolejnych liezb nieparzystych dodatnich: 1, 3, 5. 7. ...

b) odwrotnodci kolejnych liczb parzystyeh dodatnich: 2, 4, 4 L

4?6 8

¢) kolejnych liczb pierwszych: 2, 3, 5. 7, ..

2. Naszkicuj wykres ciagu o wyrazach:
a) =1, =2, -3, —4, -5, ...
b} 1,0, 2,0,3,0,4,0, ...
c) 3,3, —3,3,—-3, 3, ...

d) 24, 21, 28, 21, 28

: 1 1
f} 1-. o 1! 1 1?

el Lo
.

3. Wyrazy ay, as,.... a4 ciagu sa przybli-
zeniami dziesietnymni liczby @, do pierw-
szego, drugiego, .... szostego miejsca po
przecinku. Wypisz te wyrazy.

a) @ =2 b) & = V3

4. Na rysunku przedstawiono wykres ciagu Y4

(a,,) o wyrazach: V1, v2. V3, V4, ...

C) 2=m

6*

e) —1,2, —3.4. 5,6, ...

& @& @

V2 & 1,41421356237309505
V3 = 1.73205080756887729
7w~ 3.14159265358079324

Z wyvkresu mozemy odcezytad. ze do prze- »y ‘ L
dzialu (1: 2) naleza dwa wyrazy tego cig- P L 4

gu @y = V2 i ay = V3. lle wyrazéw i |
ciggu (a,,) nalezy do przedzialu: of 1 X
=% Ly T fiy. Ay ek TR e (R <oy AN 9990 9850y
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B 148 3. Clagi

3.2. Sposoby okreslania ciggu
Ciag mozemy opisac¢ slownie, podajac warunki, jakie spelniaja jego wyrazy.

Przyktad 1

a) Ciag kolejnych cyfr wystepujacych w rozwinieciu dziesietnym liczby .
Jest to-crag: 3, 1,4, 1, 5, 9, 2,6, 5, 3, 5, 8,9, ...

b) Ciag kolejnych liczb pierwszych wigkszych od 10.

Jest to ciag: 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37,41, ...

Cwiczenie 1
Wypisz siedem poczatkowych wyrazow ciagu:
a) kolejnych liczb naturalnych, ktérych pierwiastek jest liczba niewymierna,

b) kolejnych liczb pierwszych wigkszych od 30.

Innym sposobem okreslenia ciagu jest podanie wzoru na n-ty wyraz ciagu
taki wzdr nazywamy wzorem ogélnym ciggu (zwanym tez wzorem jawnyin).

Przyktad 2

a) Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu o wzorze ogdlnym a,, = .

Po podstawieniu za n kolejno liczb: 1, 2, 3, 4, otrzymujemy:

3 3 . S
P M=

== — = ] 1
a1 = 5 ftg—z—f_r—i. flg = 1

b) Oblicz dziesie¢ poczatkowych wyrazow ciagu o wzorze ogélnym a,, = 1 — ;IT

Po podstawienin za n kolejno liczb: 1, 2, .... 10, otrzymujemy:
pn.1 2 3 4 5 68 7 8 9
13132 47518 7 81 9 10

Cwiczenie 2
Oblicz catery poczatkowe wyrazy ciagu (a, ) oraz wyraz ag.

n2 n2—1 -3

q = — Nl e O R [
a) a, = b) a, s ¢) T d) a, =n n
Cwiczenie 3
Oblicz nastepujace wyrazy ciagn (a,): a;. as. as, ag i a.

=l
a) @, = (—1)*+ ¢) ap = (-1)"-n e) a, = (—1)"- :-+1

WYy s — f_1\n+l  On AY 4 — {1y . an+l o . (_1\vn—1  2n—1



=t [N ar s | BRRREL. ot | el b’ R R -~ b - TR X B

2n+41

3.2. Sposoby okreslania ciggu

Czasem na podstawie kilku poczatkowych wyrazéw ciagu mozna odgadnaé
regule, wedlug ktore] mogly one powstaé, co pozwala zaproponowad¢ wzor
ogolny tego ciagu.

Przyktad 3
Kolejne wyrazy ciggu Przykladowy wzor ogélny ciagu
3,5,7 09,11, 13, ... | a, = 2n+1
4,7.12,19, 28, ... | g, =0t +3

3,8, —8,8, -3 ... 1) .3

Qn = {_

Cwiczenie 4
Zaproponuj wzor na n-ty wyraz ciagu.

a) 1, 3, 9, 27, 81, 243, ... ¢) 1, v2, /3, 2, V5, VB, VT, ...
b) 0; 3.8 15,24, 35, -.. f) 2,2 &, &, 2, &,

c) -1, 4, =9, 16, —25, 36, ... ) 51 35 55 15 By Ba oo
d) 3, -9, 27, —81, 243, ... h) w5 =55, 75 — 15 e -

Zauwazmy, ze na podstawie kilku poczatkowych wyrazéw ciagu mozemy podaé
rozne wzory na n-ty wyraz ciagu.

Cwiczenie 5
Trzy poczatkowe wyrazy ciagu (a,, ) sa rowne: —1, 01 1. Oblicz wyrazy a,. a;
i flg, j(—!ﬁlif

EL} Up =N — 2._. b} i == [:'H. — 2:}:5, L*_} i P — —-{-_nﬁ(?';, — ]_J%_
Przykiad 4
Ktore wyrazy ciagu okreSlonego za pomoca wzoru a,, = 25—n~ sa rowne zeru?
25 —n* =10
n=—0lubn=25

Z zalozenia n € N, zatem jedyvnym wyrazem ciagu (a, ) rownym zern jest a;.

Cwiczenie 6
Ktdre wyrazy cigagu (a,,) sa réwne zeru? Ktére wyrazy tego ciagu sa dodatnie?

a) a, =12 —3n

1T % " | i TN AFs 3

C) Ay = n® —4
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B) iy = 13— af W) iy =— 2 — T

B 150 3. Ciagi

Zadania

1. Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazow ciagu (a, ).

a) a, =4n — 2 d) g, = f_i}” ) g = %
b) a, = 3n —n? e) G, =2— -{-_—rlr}*”— b G = ”'[H_{E_”ﬂ]
¢) @y =2 —n f}) a, =(=1)""" +n i) a,=n"+(—n)""!
2. Wypisz szesé¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,).

1 dla n nieparzystych 2n  dla n nieparzystych
B) e = { < dla n parzystych €) = { = dla n parzystych
} B 0 dla n nieparzystych 3 ﬁ_—z dla n nieparzystych
%)= {2” dla n parzystych ) e = { n® dla n parzystych

3. Zapropomij wzor ogdlny ciagu.

L N . I l A1 4 ¥ g 14
h) .37 3:5% B-77 T:H iy om {') BY 117 187 217 25°

IS (i SO Wl (N 2 i 1 i,
(') 3y o ar? gl T Ik i} U g {}' Bl U 7294

4. Ktoére wyrazy ciagu (a, ) sa rowne zeru?

a) a, =n*(n—3) ¢) a, =n*—4n®+4n e) a, =n'—13n*+ 36
n?—4n+3 n3—3ns+4n {r:.:':'—-ﬁél}l[ﬁ;l—';r.z}
b) gy = e d) g, = e = e

5. Ktoére wyrazy ciagu (a,) sa ujemne?

a) a, =n*—=5n—10 b)a,=n*—=1ln+10 «¢) a, =3n* —10n+ 8

6. Ktore wyrazy ciagu (a,) sq rowne jeden?

a)a,=n*-2n—14 b) a,= ”L:+;15 ¢) a, =sin %
7. Dla jakich n wyrazy ciggu (a,) sa mniejsze od wyrazow ciagu (b, )’

a) a, =n(n—2>5), b, = # b) a, =2n+6, b, = (n*—9)(n—>5)
8. Wyznacz wyrazy ciagu (a,), ktére sa liczbami catkowitymi.

a) Gy = % b) @, = ET?_—:—IB ¢) a, = :Sﬁr:ﬁrlz.

@ 9. Uzasadnij, ze wykresy ciagdw (a,) i (b,) nie maja punktow wspolnych.

N = iy = T e % L 1 o L . AT



10.

11.

12.

13.

14,

H_’ n'”_ — ETI’H o r} + H: u” = U — ?_51};. l}} (',:J"l —_

Przeczyvtaj podany w ramce przyklad.

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w wykresie fun

keji

liniowej przedstawionym na rysunku obok. Wy-

znacz wzor ogolny tego ciggu.

Punkty (1,4) i (3,0) naleza do wykresu fun

keji

linlowe] y = ax + b. Rozwigzujemy uklad rownan:

{4=r1-!—h

0=3a+b
i otrzymujemy a = —21i b = 6. Zatem y = —2x+40,
czyli wzor ogélny ciagu ma postac a, = —2n + 6.

‘-_]:ﬂll-'..‘ u'” = ":-I:'ﬂ.‘ = I!r!

3.2. Sposoby okreslania ciagu

Wyznacz wzor ogolny ciagn (a, ). jesh jego wykres zawiera sie w prostej:

a) przechodzacej przez punkty (2,2) i (6,0),

b) réwnoleglej do prostej y = —%.-r + 4 oraz najwiekszy wyraz tego ciagu

i alal o ' l
Jest rowny =,

¢) prostopadlej do prostej y = 3 oraz ag = 7.

a) Wykres clagu (a,,) jest zawarty w paraboli
przedstawionej na rysunku obok. Wyznacz wzor
ogolny tego ciagu.

b) Ktore wyrazy ciagu (a,) spelniaja nierdow-
nosé a, < 127

Wykres ciggu (a,,) jest zawarty w paraboli prze-
chodzgcej przez poczatek ukladu wspélrzednyeh
i majacej wierzcholek w punkcie (2, 8). Wyznacz
wzOr ogolny tego ciggn.

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w paraboli prze-
chodzacej przez punkty (0,0), (2,1)1(4,4). Wy-
zmacz wzor ogolny tego ciagu. Oblicz wyrazy ag,
@y 1 .

Wykres ciagu (a,) jest zawarty w pewnej paraboli. Wyznacz wzor ogolny
tego clagu i oblicz jego osmy wyraz, jesli wiadomo, ze:

a) wierzcholek tej paraboli ma wspoélrzedne (3.9) oraz a, = 5.

b) parabola ta przecina o§ OX w punktach (—2.0) i (4,0) oraz ag = 8,

» TR
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C) parabola ta przecina os Jr w punscie (U, —4a) ora% . = 4, dg = 11.

B 152 3. Clagi

3.3. Ciagi monotoniczne (1)

Przykiad 1

Kolejne wyrazy ciagu o wzorze ogolnym a,, = 4 (wy- Y4 N ;
kres obok) to: % %, % %, % % "Ti ... Kazdy wyraz E B LS
togo ciagu (oprécz pierwszego) jest wiekszy od wy- 1| L ¢ T )
razu poprzedniego, zatem ciag (a,) jest rosnacy. Ol 123456 1X

Ciag (a,) nazywamy ciagiem rosngcym, jezeli dla kazdej liczby n € N,
spelniona jest nieréwnosé a,,4 > a, (czyli a,41 —a, > 0).

Zauwazmy, ze jesli ciag (ay,) jest rosnacy, to dla dowolnych m,n € N takich,
ze m > n. zachodzl nieréwnosé a,,, > a,,.

Przykiad 2

- & " & ! o
Kolejne wyrazy ciagn o wzorze ogolnym a,, = ﬁ (wy- X'}t
.3 3 3 3 3 3 13 TV S
ba: % 508, 33 55 By v BaRdy wyraz :
...’

tego ciagu (oprécz pierwszego) jest mniejszy od wy- | L g
razu poprzedniego, zatem ciag (a,) jest malejacy. @l 1 2 2456 T

kres obok)

I‘"‘-:1r

Ciag (a,) nazywamy ciggiem malejacym. jezeli dla kazdej liczby n € N
spelniona jest nieréwnosc a, ., < a, (czyl a,.; —a, < 0).

Zauwazmy, ze jesli clag (a,,) jest malejacy. to dla dowolnyeh m,n € N takich,
+ . o3 Ti 4 . 4 o .
ze m > n. zachodzi nieréwnosé a,, < a,,.

Cwiczenie 1

Podaj przyklad ciagu:

a) malejacegzo o wszystkich wyrazach wiekszych od 10,
b) rosnacego o wszystkich wyrazach ujemnych.

D] Przyktad 3
[_jZElﬁﬂdllij. ze U*@g G = ('_ 1?]” ! % {W}"kl'{'?ﬂ f}l)l’.’jk} }f;- " _ : i
nie jest ani resnacy. ani malejacy. o= 1
- y . () 1 » L] . EErs
Kolejne wyrazy ciagu (a,) to: i S SO0 O OO = O .
SR e o T

SY g gy Rrgeess
Aby stwierdzic¢, ze ciag ten nie jest ani rosngcy, ani malejacy. wystarczy za-
uwazyc, ze na przyvklad drugi wyraz jest wiekszy od pierwszego (ax > ay).



natomiast trzecl wyraz jJest mniejszy od druglego (az < as).

3.3. Ciagi monctoniczne (1)

0] Cwiczenie 2

Uzasadnij, ze podany ciag nie jest monotoniczny.
s) 1,2,3,1.2,3.1,2.8, ... b) —1, —l%. —2, —2;. —1/5._ —3, —3:{;.

Cwiczenie 3
Oblicz pie¢ poczatkowyveh wyrazéw ciagu (a,, ). Czy jest to ciag monotoniczny?
a) a, = (n—3)° b) a, = —n? +4n ¢) a, =n*—Tn+5

Aby wykazac, ze ciag (a,) jest monotoniczny, nie wystarczy obliczenie kilku
jego poczatkowych wyrazéw. Nalezy zbadac¢ znak roznicy a,,q — a, dla do-
wolnego n € N,.

Przyktad 4

Dany jest ciag o wzorze ogélnym a,, = ==, Wyznacz wyraz a,,..
s & a n+d 5 & +

Upiy = 2n+1) _ 2042 Wyraz a,. ofrzymujemy, wstawiajae
Tl — ¥ = e
(n+1)+3 n+4 we wzorze ogdlnym n + 1 w miejsce n.

Cwiczenie 4
Wyznacz wyraz a, ciagu (a,).

n - —2n n—a nZ—1

) a, = b) a,. = ) a4, = o=
a) an 2n+1 };] ™ 3n-2 ¢) ay n<+41 d) ay 2n—-5
Przyktad 5

. et SO [ oy R T SR
Wykaz, Ze ciag a, = 55 jest rosnacy.
Gk = n+1 — n+1 Wiyznaczamy wyraz a, 1.

4 (n+41)+1 n+2
Wryznaczamy roznice @, — ay,:
i i n+l o (n+1)2—n(n+2)  n?4+2n+l-n?-2n 1
Firkd i n+2  ntl (n+2)(n+1) (n+4+2)(n+1) (n+2)(n+1)

Zauwazmy, 7e a,.; — a, > 0 dla kazdej liczby naturalnej n = 1, zatem cigg
(a,) jest clagiem rosnacym.

Cwiczenie 5
Wykaz, ze ciag (a,) jest rosnacy.

" b7 2n—2 dn4+1
a) a, =n“—n b) a, = — ¢} Qo= al a, =
:} n :] n ni4-4 } ¥i 2n4-1 ) = Jn+1
Cwiczenie 6
Wykaz, ze ciag (a,) jest malejacy.
al @, — nt2 hY . — ant? Y go— nta Al g — ;



B 154 3. Clagi

Ciagami monotonicznymi, oprocz ciagow rosnacych i ciagdéw malejacych, sa
ciagi stale, ciggi niemalejace i ciagi nierosngce.

Cliag (a,) nazywamy ciggiem stalym. jezeli wszystkie wyrazy tego ciagn
sq rowne.

Ciag (a,) nazywamy ciagiem niemalejacym, jesli dla kazdej liczby n € N,
spelniona jest nieréwnosé a, = a, (czyli a,.4 —a, = 0).

Cliag (a,) nazywamy ciagiem nierosngcym. jesli dla kazdej liczby n € N
spelniona jest nieré6wnosé a,; < a, (czyl a,4y —a, <0).

Uwaga, Kazdy cilag rosnacy jest ciagiem niemalejacyim, a kazdy ciag malejacy jest
ciggiem nierosnacyin.

Cwiczenie 7
Jakie liczby mozna wstawi¢ w miejsce [7], aby otrzymaé ciag niemalejacy?

a) 1.2, 3, 4. [2 . 4,5,8, ... b) 1, 2, [F], 2,[2],[7], 8, 3, 3, ...

Cwiczenie 8
Wypisz osiem poczatkowych wyrazéw dowolnego nierosngcego ciagu (a,, ), dla

ktorego: a)ay =a3=2,a5=1, b)a;=a¢ =-1, a; = —-2.
Zadania
1. Wyznacz wyraz a,,., ciagu o podanym wzorze ogolnym.
g 341 3n—4 2n+3
a) @, =n*—1 ¢c) a4, = — e) a, = —— 8 =
} T } In T J a 2n-+1 g‘} H 2n+6
N O _ . 2n . _ a—dan _ 4-2n?
b) a, =2n —n d) a, = = £J oy = T h) a, = =
@ 2. Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny. ,
a) a, =n*—2n b) a, = 1—n? G = - S d) a, = 2=8
s nwe
El 3. Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny.
8) Gy = 1-n ¢) a, = n ¢) dy = 2n—4 o — ns—1
= ) ri-1 = il 2n—1 J f 3n+5 & " 7l
3n 3n+2 ; 2-3n n?
Biyids = = f) a, = —— 1) @, = —
) i n+2 [) tn dn+1 ) " 3—4dn h) a, n+1

@ 4. Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (e, ). Uzasadnij, ze ten ciag nie
jest monotoniczny.

a) it = [—LL_: ¢) a, =|n—4 e) a, =(n—1)(n—3)



5.

10.

11.

12.

b)a, =4— —— d) a, = |n° — 4 t) a, =8n—n"

T

3.3. Ciagi monctoniczne (1)

Wykres ciagu (a,) jest zawarty w prostej przedstawionej na rysunku.
Okresl monotonicznosé tego ciggu.

ﬂjlf ¥ - b) . Y

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w prostej y = (k—1):x. Dla jakich wartosci
parametru k ciag (a,) jest: a) malejacy. b) rosnagcy. c) staly?

Dla jakich wartosei parametru k ciag (a,) jest rosnacy?

a) a, = (2k —3)n —6 b) a, = (k*=1)n+4 ¢) a, = (3—k*)n

Dla jakich wartosci parametru f ciag (a,) jest nierosnacy, a dla jakich
niemalejacy?

a) ap = (3 — 3t)n+2 b) a,={t*—9)(n+1) ¢) a, = —n(t*—2t)

Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest malejacy?

k241
a) , = TN

b} i, = (1 — ﬁ)'n.—l—ii ¢) ay = —n—2

Dla jakich wartosci parametru p ciag (a,) jest rosnacy?

; pn N n-+p
by = L il =
b:] Gn n+1 ’] bn n-+2

a) G, =n°—np

a) Podaj przyklad clagu malejacego (a,) takiego, ze ciag (b, ) okreslony
za pomoca wzorn b, = a2 jest rosnacy.

b) Podaj przvkiad ciagu rosnacego (a,,) takiego. ze ciag (b, ) okreslony za
pomoca wzoru b, = a? jest malejacy.

a) Podaj przyklad ciggu malejacego (a,,) takiego, ze ciag (b, ) okreslony
za pomoca wzoru b, = |a,| jest rosnacy.

b) Podaj przyklad ciagu rosnacego (a,,) takiego, ze ciag (b, ) okreslony za
pomocg wzoru b, = |a,, | nie jest monotoniczny.

a) Wykaz. ze jesli ciag (a,) jest rosnacy, ¢ > 01 d € R, to clag okreslony
za pomoca wzoru b, = ¢ - a, + d jest rosnacy.

b) Wykaz, ze jesli ciag (a,) jest malejacy, ¢ < 01 d € R, to ciag okredlony

1

5-;

b



za pomoca wzoru b, = ¢-a, + d jest rosnacy.

BN 156 3. Clagi

3.4. Ciaggi okreslone rekurencyjnie

Ciag (a,) mozemy okreslic, podajac jego pierwszy wyraz a; (lub kilka poczat-

kowwveh wyrazow) oraz wzor na wvraz a, ... Wyrazony za pomoca poprzed-
: i i 141y WY 3 I L PO
niego wyrazu (lub kilku poprzednich). Taki sposob okreslenia ciagu nazywamy

rekurencyjnym.

Przyktad 1

Oblicz wyrazy as. as i ay ciagu (a, ) okreslonego rekurencyjnie.

{ﬂ.l =}

anp=a-+1 dlan>1

Podstawiamy za n kolejno: 1, 2, 3 1 otrzymujemy:
ay=aj+1=1*+1=2
ag=a3+1=2*+1=5
ay=a3+1=5+1=206

Cwiczenie 1

Ponizej podano rekurencyjne okresdlenie ciagu (a,,) i obliczono wyrazy a, i as.

Oblicz wyrazy ay. as 1 ag.

(il :—1 ﬂ'.-'g=ﬂ.lf— 1 =(—])3— 1
) ner=0>—1 dlan>1 Q== n.ﬁ —1=0-1= -1
b) &= a=2a1+1=2:14+1=23
. el = 2!’1" &3 1 r.”.ﬂ T 3 ]. fa = 2”2 - 1 . 2 . 3 - 1 r— T
a, =2 as=2m +(-1)' =2
o
Qnii=2a,; +(—1)" dlanz=1 ay =243+ (—1)* =2

Cwiczenie 2
Oblicz wyrazy as.as, ..., a4 ciagu (a, ) okreslonego rekurencyjnie.

_ 1
M =2 1y = =
a) 1 B o d) R
1 =0, —3 dlanz=1 niy=2"-a0, dlanz=1

tJ

| a; = —3 a1 =
} [‘ 0
) (pyy = 2a, dlan 21 Gy =0 —1 dlanz1

¢) !U’lzl . e e = f) [[_LIZI & T

b2

2



L Hntl — DUy — &l Wda T = 4 - LBn4l — Uy T U WU = L

3.4, Ciagi okreslone rekurencyjnie

Przyktad 2

Oblicz wyrazy as, a4, ....a;p clagu (o, ) okreslonego rekurencyjnie.
[ 4 l, , . L

Gy=1; g =1
Qpi1 =@y +a, , dlan>2
Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciagu (z wyjatkiem pierwszego i drugiego) jest
suma dwoch poprzednich wyrazow. Jego dziesie¢ poczatkowych wyrazéow to:
1,1,2.8. 5. 8 13, 21, 34, 55

Ciag ten znany jest jako ciag Fibonacciego [czyt. fibonaczeziegol.

Czy wiesz, ze...

Leonardo z Pizy (ok. 1180-1250). znany jako Fibonacci,
jest uwazany za najwybitniejszego matematyka srednio-
wiecznej Europy. Podrézujac po krajach Wschodu, za-
poznal sie z osiagnieciami matematyki arabskiej i hindu-
skiej. W swoim dziele Liber abaci z 1202 roku dokonal
podsumowania stanu dwezesnej wiedzy matematycznej.

Cwiczenie 3

Oblicz wyrazy ag, ay, a5 1 ag ciagu (a, ) okreslonego rekurencyjnie.

] a1 =10, gy=2 } o= 1y oa=s]
il .
Qi1 = G + 00— dlan =2 Gni1 =02 — @y dlan>2

L)

b) {u,t =l A= q) {{.{-1 = =T

Appl = Qp +ap-y dlan > 2 Anil] =Cn Gp-1—n dlan > 2

Przykiad 3
Uzasadnij, ze ciag (a, ) jest monotoniczny.

i = 3
Upyy =ap —n° dlan>1
Wyznaczamy roznice a,,,, — a, i okreslamy jej znak:

Ayp1—Op = Ay —n*—a, =-—n?<0dlane N, . zatem ciag (@,,) jest malejacy.

Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze ciag (a, ) jest monotoniczny.

|t

ay = —2 dy =8
a) 4 ¢) P

Qne1 =ap+4n-—1 dlanz>1 Gyt ="y dan>1
L\ o =8 _ e
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4 lu,ﬂ“ = @, — _Tl,;— dlan>=1 d Iﬂ-n-H = -ffﬁn ra, dlan =21

B 158 3. Clagi

Podanie wzoru ogdlnego ciagu. ktory jest okreslony rekurencyjnie, moze by¢
trudne. Natomiast jesli znamy wzor ogdlny ciagu, to ciag ten mozemy zdefi-
niowa¢ rekurencyjnie.

Przyktad 4
Damny jest ciag o wzorze ogélnym a,, = n(n+41). Okresl ten ciag rekurencyjnie.
Wyznaczamy wyrazy: a; =1-2=2oraz a,y; = (n+ 1)(n + 2).
» Cigg mozemy okresli¢ rekurencyjuie na podstawie réznicy:
Gyl — G =n+1}(n+2)—nn+1)=2n+2

Stad otrzymujemy rekurencyine okreslenie ciagu (a,,):

iy = 2
pi1 =dn+2n+2 dlanz1

« Rekurencyjne okreslenie ciagu mozemy réwniez wyznaczy¢ na podstawie
illorazu:
: Bn+1 _ (n+1)(n4+2) _ nd2
an nin41) (L

Stad otrzymujemy inne rekurencyjne okreslenie ciggu (a,, ):
i = 2
n4-2
Unt1 = —— Oy dlan =1

Cwiczenie 5
Okres] rekurencyjnie ciag (a, ) na dwa sposoby. Skorzysta] najpierw z roznicy

41 — Gp, & nastepnie z ilorazu ==L,

n{n41)
2

b) a, =n"+1 d) a, =(—1)" f) a, =vn+1

a) a, =2n+1 ) ity =2 g e) a, =

Zadania

1. Oblicz wyrazy ay, ay. a4 1 a5 ciagu (a,). Ile liczb dodatnich jest wérod
dziesieciu poczatkowych wyrazow tego ciggu?

‘ a, =0 | a, =0
d} p41 = Op — 2”! nz=l {) Gpt1 = Gy T {” = 1)2: nzl

by {4~ o {@=
5 ;
sy = tp +(—2)", n 21 By = (”n + %)21 n=1

o\ fap =+ o Jar=—4



Irz.,,ﬂ — g — R4 1, =1 o, lﬂ-n+l =(—=1)"a,+n, n=1

3.4. Ciggi okreslone rekurencyjnie

Ile jest liczb ujemmnych wérdd szesciu poczatkowych wyrazéw ciggu (a,)?
.
H-t = ]- ﬂ.| = —‘1
a) ) ¢) < 5
bl =By — 0" = | @py1 =@, +4a,, n 21
#
= —2 i, — 2
d) < 4
Brni] =2 —NGn, T = 1 Apit =6, — Ny —4, N1
\,
Oblicz wyraz a5 ciagu (a,).
i
1 =1, ap =12 ) a; =1, a; =1
Cl A
Api2 = Qp — Qpy1y 2 1 3 (ni2 = {'_l}n”’n — Qpyy, 121
i
=32, flg = 64 1) 4 (b = (19 = {lyq = I
§
E-!ln_.'_} — w‘ Il”l ._.-::,-" 1 K f!—n_’.ﬂ, = flln_!_g —I_ r-ln_+! —I_ {'I-'H_l: T" } 1
Oblicz x. jesl ay + a5 = 9. Czy clag (a,) jest monotoniczny?
Oy = & R
a) 4 b) . w
Oiy =8 — N5 n21 By = 205+ (=1, n 21

Dla n > 1 wyrazy ciagu okreslone sa za pomoca wzoru a,.; = a; + na,.
Ktora z liczb: —2, —1, 0, 1, 2 nalezy wybra¢ jako a,, aby:
a) az =0, b) az = 87

Dla n = 1 wyrazy ciagu okreslone sa za pomoca wzoru:

a) Qpiy = @; — Ny, b) a1 = az — (n+ 1)a,.

Wykaz, ze niezaleznie od tego, ktora z liczb: —1, 1, 2 przyjmiemy za a,,
otrzymamy te sama wartos¢ wyrazu a,.

Ciag (an) jest okreslony za pomoca W20ru Gny1 = Gy — 7y +IJ dla n > 1.
Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu, jesli:
a) ay = —é. b) a; = E{ c) aa =1, d) ay = 1%.

Czy wiesz, ze...
Rekurencji uzywa sie do definiowania niektorveh poje¢ matematyceznych.
Jednym z przykladéw jest n! (n silnia). Dla n > 1 symbol n! oznacza
iloczyn kolejnych liczb naturalnychod ldon:n!l=1-2....-n.
Przyjmuje sie rowniez, ze 0! =1 oraz 1! = 1.
Rekurencyjna definicja n!:

=1 =1

m+W!'=n(n+1) dlan=1
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3. Ciagi

Ciagg Fibonacciego

Pierwsze dwa wyrazy ciagu Fibonacciego sa rowne 1, a kazdy nastepny wyraz jest
suma dwoch poprzednich wyrazow.
1,1,2,3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765 . . .

Zlota liczba a ciag Fibonacciego
41

o

n

Niech ciag (f,) bedzie ciagiem Fibonacciego. Rozpatrzmy kolejne ilorazy

1l
—t
-k | M3
I
M
[ L]

~15 5-1(6): 8=16 1B_1625 21-
=15; 2=16): 2=16 1=1625 2-161538..

Wartosci tych utamkow sa coraz blizsze ziotej liczbie:

g =25 -1 6180330887

MNasiona stonecznika N

Nasiona wielu roslin tworza spirale uktadajace sie w dwoch
przeciwnych kierunkach. Liczby spirali ulozonych w jedna
i w druga strone sg najczesciej rowne dwom kolejnym
wyrazom ciagu Fibonacciego. W koszyczkach niektérych
gatunkdw slonecznikéw w jedna strone rozwija sie

21 spirali, a w druga strone rozwijaja sie 34 spirale;

u innych gatunkow stonecznikow beda to

np. liczby 34 | 55.

Wzor ogolny ciagu Fibonacciego
Dla ciagu Fibonacciego (f,) prawdziwy jest wzor Bineta:

| (<)




Kl Sprawdz prawdziwosé tego wzorudlan =1, 2, 3, 4.

*3.5. Ciggi monotoniczne (2)

Definicja

Ciag (¢,) nazywamy suma ciagow (a,) i (b,), jesli dla kazdego n € N,
zachodzi rownosé ¢, = a, + b,,.
Podobnie definiujemy réznice i iloezyn ciagéw (a,,) i (b, ) oraz ich iloraz (-';‘;:)
przy zalozeniu. ze b, £ 0 dla kazdego n € N_.
Cwiczenie 1
Dane sg ciggi a, = n —11i b, = n+ 1. Podaj wzér ogdlny ciagu (¢,) oraz
oblicz jego cztery poczatkowe wyrazy.
a) cp=a,+b, b)e,=a,—b, ¢)c,=a,-b, ) o=

D] Cwiczenie 2

Dane sq ciagi a, = n* i b, = 2. Oblicz catery poczatkowe wyrazy ciagu (c;).
Czy jest to ciag monotoniczny? OdpowiedZ uzasadnij.

— n
bﬂ_

E‘)Cﬂ=ﬂ'ﬂ+bﬂ b) e, = a, — by, E} Cn = Gy * by, d) ¢,

D] Przyktad 1
Dane sa ciagi rosnace (a,) i (b,). Uzasadnij. ze ciag (¢,) bedacy suma ciggéw
(a,) i (b,) tez jest rosnacy.
Ciagi (a,) i (b,) sa rosnace, zatem @,y — @, > 01 b,y — b, > 0 dla kazdego
n € N,.. Wyznaczamy réznice ¢, — -
Cntl —Cn = (u'n+l 4= EJ:'1.+1) = {.ﬂn =+ bn) = (ﬂn+l = ﬂ'n] + (bn-l-l = bﬂ)
Zatem ¢, 1 — ¢, > 0 dla kazdego n € N, cayli ciag (e,) jest rosnacy.

(0] Gwiczenie 3
Uzasadnij, ze suma ciagéw malejacych jest ciagiem malejacym.

Cwiczenie 4
Podaj przyklad takich ciagéw rosnagcych (a,) i (b, ), ze ciag (c,) okredlony za
POMOCA WZOIN ¢, = @y, - by

a) jest staly, b) jest malejacy, ¢) nie jest monotoniczny.

Cwiczenie 5
Podaj przykiad takich ciagéow rosnacych (a,) i (b,), ze ciag (¢, ) okreslony za



pomoca wzoru ¢, = = jest: a) rosnacy. b) malejacy.

by *

B 162 3. Clagi

1.

Zadania
Dane sa ciagi a, = ";‘ i by o= i”Tl Zbadaj monotonicznoscé ciagu:
a) (an+0s)y  B) (an—ba), <) (an -ba), d) (!)
Uzasadnij. ze jesli ciagi (a,) 1 (b,) sa rosnace, to ciag (¢, ) tez jest rosnacy.
a) ¢x = 2a, +3b, b) iy = 2iths
Zbadaj monotonicznosé ciagow a, = —_;'}J.,— i b, = n'. Uzasaduij, Ze ciag

Cp = @y, - b, jest rosnacy.

Uzasadnij, ze ciagi a, = n*—n—61b, = n* sa rosnace, a ciag ¢, = a,, - b,
nie jest monotoniczny.

W 4 ; o : n—1 : i
Uzasadnij, ze ciagi e, = 272" i b, = () sa malejgce. Zbadaj mono-
tonicznosc clagow ¢, = a, - b, 1 d,, = %:F

Dla jakich wartosci parametru o € (0;27) ciag (a,) jest rosnacy?

a) a, =nsina— 3 b) a, = —-n.[-:t:-s x + :‘5]

Dane sa ciagi a, = sin & i b, = cos %F. Zbadaj monotonicznosé ciggu:
a) a, +b,, b) a, — b, {:} n -+ d,,, d) 2n —b,.

Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest rosnacy?
} ay =3 ” a; =9
a k-1 )
Untt = T ns M 2 1 nyy = (Nk+2)a,, n>1
Przeczytaj podany w ramee przyklad.

Naszkicu) wykres ciagu a, = [1}] Czy jest to ciag monotoniczny?

Syvmbol [z] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od .
Zatem:

- ¥ = E B 3 :
$1.= HJ =0,az=[l]=1,a3= [ﬂ =t
Zauwazmy. ze clla kazdego n € N, réznica Sl s S g
iy — @, jest réwna 0 lub 1. Zatem ciag B R L e e
(a,,) jest niemalejacy. ol 1 EX

Naszkicuj wykres ciagu (a,). Czy jest to ciag monotoniczny?

I - O N e e TR N . et |
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3.5. Ciagi monotoniczne (2)

3.6. Cigg arytmetyczny (1)

Przyktad 1

Pani Jola postanowila kupic¢ sprzet narciarski za 2100 z1. W tyim celu w pierw-
szym miesigcu odlozyla 450 zl, a w kazdym nastepnym odkladala po 150 zl.
W tabeli podano stan oszezednosei pani Joli w kolejnych miesiacach.,

I 2 3 4 ] 8 i 8 Y 10 il 12
450 600 | 750 | 900 | 1050 1200 1350 1500 1650 1800 1950 @ 2100

Zauwaz. 7ze kazda z wymienionych w tabeli kwot (oprécz pierwszej) jest wiek-
sza od poprzedniej o te sama stala wartosé. Wymienione liczby stanowia przy-
klad ciagu arytmetycznego.

Definicja
Cigg liczbowy (a, ) nazywamy ciagiem arytmetycznym. jezeli istnieje taka
liczba r, ze kazdy wyraz ciagu, oprocz pierwszego, powstaje przez dodanie
tej liczby do wyrazu poprzedniego:

Apy1 = Oy = =

dla kazdego n € N..
Liczbe r nazywamy réznicg ciagu (a,, ).

Cwiczenie 1
Podaj réznice ciagu arytmetycznego i wypisz jego dwa nastepne wyrazy.

. . A 18 ol -

a) 3,12,21, ... b) 12,243, ... &R =1, ...
Przykiad 2

Oblicz jedenasty wyraz ciagu arytmetycznego (a,,). jeéli a, = 6 oraz r = 5.
iy = 6

as =6+5=11 Wypisujemy kilka poczatkowyeh

WYTaZOW chagu.

a3 =6+2-5=16
fL.IZG"I—S'EIZZ].

Aby otrzymad wyraz ayy cingu
ay =64+10-5= 56 arvitmetyeznego, obliczgamy ap + (11 — 1)r,

Wzbr ogdlny ciggu arytmetycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a, i roznicy r

ma postac:
E" p a1 ooy 1 I -r,'l'l 1 .\.“

163



I 1G4

Ry —— W] T 1,1'”- 1

3. Ciagi

Jesli znamy pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego i jego réznice, to korzysta-

jac ze wzoru ogolnego tego ciagu, mozemy obliczy¢ jego dowolny wyraz.

Przyktad 3

Podaj wzor ogélny ciagu arytmetyeznego: 1,11,21.31.41, ... Oblicz trzydzie-
sty wyraz tego clagu.

Jest to clag o plerwszym wyrazie a, = 1 i réznicy r = as —a; =11 —1 = 10,
zatem wzor ogélny ma postac¢ a, =a;+(n—1)r=14+(n—-1)-10 = 10n - 9.
Obliczamy trzydziesty wyraz: azo = 10- 30 — 9 = 291.

Cwiczenie 2
Podaj wzor ogélny ciggu arytmetycznego. Oblicz dwudziesty wyraz tego ciggn.
a) 2,4.6.8.10, ... b) 4,43,5,53.6. ... e) 3.2.1,0,-1,-2. ...

Cwiczenie 3
Wyznacz wzor ogolny ciagu arytmetyeznego, w ktorymi:

e | 22

a) @y =4, a5 =110, b) a; = =5, ag = 20, e) ayL=9, a5 =2%.

Ciag arytmetyczny (a,) o rdéznicy r jest:
= rosnacy. gdy » > 0, = malejacy, gdy r <0, = staly, gdy r = 0.

Cwiczenie 4
Oblicz roznice ciagu arvtmetyeznego i okresl jego monotonicznosé. Wyznacz
wzOor na n-ty wyraz tego ciagu.

a) 9,3,—-3,-9,—-15,-21, ... b) 1%3 .3%,4..” &) k. 2.2
Cwiczenie 5

T : . Liczby a. b, ¢ sa kolejnymi wyra-
Dla jakiej wartosci parametru k liczby i e rpi . -

zami ciagn aryvtmetycznego, gdy:

a. b, ¢ sa koleinvini rrazami ciaeu
; . L ok s 18 b—a=c—b

arytmetycznego?
a) a=3,b=k+1,c=3k—06 bla=1b=F,ce=k+2k+2

Cwiczenie 6
Dane sa wyrazy a;, @s, a; ciagu arytmetycznego (a,). Wyznacz wyrazy a,
i agz. Okresl monotonicznose tego ciagn w zaleznosci od parametru m.

a) ay =4, a:=m-+06,a; =2m+8 ¢) ay=1,aa=m? ag=2m*—1



b)ay=gm.aa=m—3,a3=5m—6 d) ay =m* ay=m, ag = 2m—m?

3.6. Ciag arytmetyczny (1)

Przyktad 4
Jaka liczbe nalezy wstawic¢ miedzy liczby a i b, aby otrzvmany w ten sposob
ciag byl arytmetyczny?
Oznaczmy szukana liczbe przez r. Wowcezas:
r—a=b—zx

P = a+h
Szukana liczba jest wiec Srednia arytmetyezna liczb ¢ 1 b. Otrzymujemy zatem
ciag: a, &2, b.

W ciagu arvtmetycznym (a,, ) kazdy wyraz, oprocz pierwszego. jest srednia
arytmetyczna wyrazow sasiednich:

iy — il
iy = ]*; ntl dlan> 2

Dowod
Dla n > 2 wyrazy a, ; i a,4 ciagu arytmetycznego (a, ) o réznicy r mozeny
zapisa¢ w postaci: a,.1 = @, — 1 i @1 = a, + r. Zatem:

-1 + Gyl ap — T - fly + T =5 2'51'-;” — qa
2 2 2 e
Cwiczenie 7
Oblicz x. jesli podane liczby tworza ciag arvtmetyezny.
b = . G
a) 9, a, 37 b) 4, z, —8 ¢l 2,8 ¢

Zadania

1. Obliez n-ty wyraz ciagu arvtmetycznego (a,,) o roznicy r. Okresl monoto-
nicznosc tego ciggu.
a) gy ==, r=8, n=14 ¢) i =1, = %. n=20

b)a;=4,r=—4,n=11 d)a,=-2,r=0,1,n=235

2. Wyznacz wzor ogdlny ciagu arytmetycznego (a,,).
a) a; =6, az =20 b) ay =—-4.a,=5 c) a3 =9, ag =62
3. Wyznacz wzor ogélny ciagu arytmetyceznego (a,) o roznicy r.

a) r=2,83=25 b) r=-3,a; =0 ¢c) r=2,a;=—4

4, Wyznacz liczby:

a) a,b tak. aby ciag: 1,a,b. 10 byl arytmetyezny,
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b) a, b, c tak, aby ciag: 2,a.b,c. 100 byl arytmetyczny.

B 166 3. Ciagi

10.

1L

12

13.

Wistaw miedzy liczby 11 25:
a) piec¢ liczb tak. aby otrzymac cigg arytmetyczny,

b) siedem liczb tak, aby otrzymad cigg arytmetyczny.

W wieku od 3 do 10 lat dzieci zwykle rosna w stalym tempie. Przerysu]
do zeszytu i uzupelnij tabele, jesli wiadomo. ze wzrost pewnego dziecka
w kolejnych latach tworzy ciag arytmetyczny.

Wiek [lata] 3 4 5 6 7 8 9 10

Wazrost [em] 98 [ 118 ViR AR I
Wyznacz wzor ogblny cliagu arytmetycznego (a,) i oblicz a;s.
ag =20 ay = —Y a; = 4
a) o b) : _ ¢) i .
iy = 'd: s = _'3 oy = 8‘

Oblicz pierwszy wyraz i réznice ciggu arytmetycznego (a,) spelniajacego
podane warunki.

i) {H2+ﬂ-4:22 ) {ﬂ§+ﬂ.ﬁ=1{i o) {E‘=—l
:,_!;‘:21 az + a5 = 8 g - 7 = —1
b) {rn,-!-uq:ll | {a3+r:.,=,=4 ‘ {ﬂ-|+ﬂz+ﬁu=3
b L E
ar — ag = 20 as - ay = 6 tgi=7=F 2

Oblicz . jeshi wiadomo, ze podane liczby sa kolejnymi wyrazami rosnacego
ciagu arytmetycznego.
a) =2, 2+ 2,4+ x° b) 22 -3, 3z — 5, %_132 +x—2

Suma drugiego i czwartego wyrazu ciagu arytmetveznego wynosi 2, a roz-
nica szostego i trzeciego wyrazu jest rowna 9. Ktéry wyraz tego ciagu jest
rowny 407

Wryznacz cztery liczby tworzace ciag arvtmetycezny, jesli wiadomo, ze roz-
nica tego ciagu jest rowna 1. a iloczyn jego trzech ostatnich wyrazow jest
rowny —60,

Trzeci, piaty i ostatni wyraz ciggu arytmetyeznego (a,) sa réwne odpo-
wiednio 4, 10 i 40. Oblicz a, 1 wyznacz liczbe wyrazow tego ciagu.
Wyznacz cztery liczby tworzace ciag arvtmetyezny. jesli wiadomo, ze:

a) suma dwdch pierwszych liczb jest réwna 4, a stuna dwéch ostatnich jest
rowna —28,



*D) jego réznica jest rowna 2., a iloczyn wszystkich liczb jest rowny —15.

3.6. Clag arytmetyczny (1)

3.7. Cigg arytmetyczny (2)

Przykiad 1

Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagn (a, ). Czy jest to ciag arytmetyczny?

a)a, =n"+n+1

Obliczamy poczatkowe wyrazy tego ciagu:
= 13 +1l+1=3 Aby pokazac, ze ciag nie jest arytmelyezny,
3y = 22 4+241=T1 wystarczy wskazad¢ wyrazy ap. a4 oraz
iy = 324+3+1=13 finy @41 takie, 7€ ap 1 — 0k #F Ay — Qn.
gy =4°4+441=21

Obliczamy réznice: a; —a; =7 —3 = 4 oraz a; —az = 13 — 7 = 6, zatem

@y — @) #F a3 — @z, wige nie jest to clag arytmetyezny.

b) a, = (n—2)°+2

Obliczamy poczatkowe wyrazy tego ciagu:
a=(1-2P°+2=1 as=(3—-2+2=3
a;=(2—-27+2=2 ay=(4-2+2=10

Obliczamy réznice: ay — a; = ag — as = 1, ale ay — ag # az — a,, wiec nie jest

to ciag arytmetvezny.

Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze ciag o podanych poczatkowych wyrazach nie jest arytmetyczny.

a) 2,4,6,8,12,14,16,18, ... B dy—=d, 13,8, 4L 5.6l ...

Aby wykazad, ze ciag (a,,) jest arytmetyczny, nie wystarczy sprawdzi¢ roznicy
miedzy kilkoma poczatkowymi wyrazami tego ciggu. Nalezy sprawdzié, cay
roznica a,.; — a,, jest stala dla kazdego n € N,.

Przykiad 2
Wykaz, ze ciag a, = 212 jest clagiem arytmetyecznym.

¥

Wyznaczamy réznice a,,, — ay,:

3(nt+1)+2  3In+2 _ 3n+d  3n+2
2 ¥ A 2

Réznica ta jest stala dla kazdego n € N, zatem ciag (a,) jest arytmetyczny.

Qpp1 — Oy =

B3|

Cwiczenie 2
Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetyeznym.

oy, = e
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a) a, = tn—2 b) a, = — ¢) a, = V2n d) a, =14~ l—iﬁﬂ

B 168 3. Clagi

Przyktad 3
Wyznacz wzor ogolny ciagu arytmetycznego: v g
Narysuj wykres tego ciagu. I
Roéznica tego ciagu jest rowna 2. .
Wyznaczamy wzor ogdlny: I

ay=a +(n—1)r=-3+(Mn-1)-2= ol 1 | | X

=N —3

Zauwazmy, ze wykres tego ciagu jest zawarty w prostej o
Yy =2z — 5 '

Cwiczenie 3

a) Wyznacz wzor ogélny ciggu arytmetycznego: 6,4,2.0, -2, ... Naszkicuj
wykres tego ciagu i podaj rownanie prostej, w ktorej sie on zawiera.

b) Wykres ciggu arytmetyeznego jest zawarty w prostej y = 3x — 2. Podaj
pie¢ poczatkowych wyrazow tego ciagu oraz jego wzor ogolny.

[b] Cwiczenie 4
Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy
jego wykres zawiera sie w pewnej prostej y = ax + .

Zadania

1. Dany jest ciag a, = (n — 1)(n — 2)(n — 3)(n — 4)(n — 5) + n.
a) Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazow ciagu (a,).

@ b) Uzasadnij, ze cigg (a,) nie jest ciagiem arytmetycznymn.

2. Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

a) by = % ¢ By = % &) By = %('rr —-17)
T i, Qg .
__ van+l __ 9n*—4 ey )
b) a, = ——— d) a, = S £ an= Eﬂ(ﬂ-l—l){?—n}

@ 3. Wykaz, ze jezeli ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, to ciag (b,) tez
jest clagiem arytmetycznyim.

ﬂ,) b‘ﬂ = 3[1” + 2 i}} 'E’.J'J- — —Zﬂ_n —|_ i) [::] h" 2t |3 o Ay -+ 2

_._i
@ 4. Wykaz, ze jezeli ciggi (a,) 1 (b,) sa ciagami arytmetycznymi, to ciag (¢,)
tez jest ciagiem arytmetycznymi.
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-El) Cn = 2{1“ + :-H]n h‘} Cp = 3{1” - .-_if),” -+ % (!:] Cp = dan Bf“h”

3.7, Ciag arytmetyczny (2)

Wrykres ciagu (a,,) jest zawarty w podanej prostej. Podaj wzor ogdlny tego
ciagu i oblicz jego cztery poczatkowe wyrazy,
a) y=5r—4 b) y=-3z+1 ¢) y=vV3x—2

Na rysunku przedstawiono dwa punkty nalezace do wykresu ciagu aryt-
metycznego (a,). Wyznacz wzdr ogélny tego ciagu. Ktore wyrazy ciagu
(@, ) sa wieksze od zera?

28 : A2 X o F

Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie. Uzasadnij, ze jest on arvtinetyczny
i rosnacy. Zapisz wzor ogolny tego clagu i oblicz jego dziesiaty wyraz.

2) {fil = —3 b) {rr., =32

Oup1 =0, +3 dlanz1 Upiy =a, +v2 dlan>1

a) Dana jest funkcja kwadratowa f(z) = 2° — 22+ 3. Wykaz, ze ciag (a,),
okreslony za pomoca wzoru a,, = f(n+ 1) — f(n). jest arvtmetyezny.

b) Wykaz, ze dla dowolnej funkeji kwadratowej f(x) = ax? + bz + ¢ ciag
(a, ), okreslony za pomoca wzoru a,, = f(n+ 1) — f(n). jest arytmetyezny.

a) Dlugosci bokéw trojkata prostokatnego tworza ciag arvtmetyczny o roz-
nicy 3. Obliez obwdd tego tréjkata.

b) Dlugosci bokéw traojkata prostokatnego tworza cigg arytimetyczny. Ob-
licz dlugosci przyprostokatnyveh, jezeli przeciwprostokatna ma diugosé 10.

a) Wykaz, ze dlugodci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag aryt-
metyczny wtedy i tylko wtedy, gdy trojkat ten jest podobny do tréjkata
o bokach 3. 4. 5.

b) Dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Ob-
licz pole tego trojkata, jesli jego obwod jest réwny 18,

Dla jakich wartosci parametru k cigg (a,) jest arytmetyezny i malejacy?

— (L2 s ‘ . kn+2
a) adn =(k*+2k—1)n+2 b) a, = ET)niTs

Dla jakich wartoéei parametru & ciag (a, ) jest arvtmetyezny i rosnacy?
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3.8. Suma poczatkowych wyrazow
ciagu arytmetycznego

Sume n poczatkowyeh wyrazow ciagu (a,, ) oznaczamy symbolem S, :
Sp=a)+as+az+---+a,
Przyktad 1
Oblicz sume S;po wszystkich liczb naturalnych od 1 do 100.
Zapisujemy sume Sygn ha dwa sposoby i1 dodajemy rownosci stronami:
S0 =1004 994+ 984+ 97+...+ 44+ 34+ 24 1
25100 = 101 + 101 + 101 + 101 + ... + 101 4+ 101 + 101 4+ 101

Zatem 2311}[: —gl 1 i l”” f.:f:'lr"ﬁ SIHU = ‘E—L:']T]'U“[—] = duol).

Cwiczenie 1
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych:

a) od 1 do 50, b) od 1 do n.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arvtmetycznego (a,) jest rowna
sredniej arytmetyczne) wyrazow pierwszego i ostatniego pomnozonej przez

liczbe wyrazow: g — aitan
bty e ——-

=
2

Dowod

Jesli (a,) jest ciagiem arvtmetycznym o pierwszym wyrazie a, i roznicy r, to

sume jego n poczatkowych wyrazow mozemy zapisa¢ w postaci:
Sp=a+(a+r)+ ...+ (a1 +(n—2)r)+ (ay + (n—1)r)

oraz mozemy zapisac smmowane wyrazy w odwrotne] kolejnosei:
Sp=ley+(n—1r)+(ai+(n—2)r)+...+(ay+7)+ ay

Dodajemy do siebie stronami powyzsze rownania i otrzymujemy:

25, = 2oy +{n—=1)r)+(2a;+(n—-1)r)+... 4+ (2a1+(n—1)r)+(2a¢: 4+ (n—1)7)

25, =2a;+(n—=1)r)-n

s - %
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3.8. Suma poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego

Przykiad 2

Oblicz sumy S; 1 Sy ciggu arytmetycznego: 2,4,6,8,10, 12, ...
Ss=2+44+6+8+10=212.5=30
Ss=2+4+6+8+10+12+14+16=28.8 =72

Cwiczenie 2
a) Oblicz wyraz ag, a nastepnie sume S ciagu arvtmetyeznego: 1.4,7,10, ...
b) Oblicz wyraz ay, a nastepnie sume Sy ciagu arytmetycznego: %._ 1: % Do

W obliczeniach wykorzystuje sig rowniez podana nizej posta¢ wzoru na sume
n poczatkowych wyrazow ciagu arvtmetycznego.

Suma n poczatkowyeh wyrazéow ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r

Wyraza Sl¢ Wzorenl: 2ai+(n—1)r
o — 5

.ﬂ_

Przykiad 3
Oblicz sume S, ciggu arytmetycznego: 3,8,13, 18, ...
Jest to ciag o pierwszym wyrazie a; = 3 i roznicy r = 5. zatem:

Sy = 3""“1“”'5 -21:“+T1““-21:53-21= 1113

Cwiczenie 3
a) Oblicz sume S3; ciagu arytimetyeznego: 3.7, 11. ...
b) Oblicz suume S5 ciagu arytmetycznego: —5,—8, —11, ...

Przyktad 4

Uzasadni] wzor na sume n poczatkowych liczb nieparzystych dodatnich:
1+3+5+...+(2n—1)=n?

Korzystamy ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciggn arytmetyez-
nego, w ktorym a, = 1 oraz a, = 2n — 1. Zatem dla kazdego n € N:

: 1+(2n-1) 27 2
|5 s ] +ily ] = e— = — e ) = 11F
n 2 2 2

Na ponizszych rysunkach przedstawiono
ilustracje graficzna tego wzoru.

[ ] [ ] (sl 1
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1 =12 14+3=2% 14+34+5=32 PT84 T=4% 14494584 T4g=01"

B 172 3. Ciagi

[b] Przykiad 5
Uzasadnij wzoér 1 +4+7+...+(3n—-2) =

3nt—n

dla n € N5.

Podane skladniki sumy tworza cigg arytmetyczny o roznicy r = 3, plerwszyin
wyrazie a; = 1 1 wyrazie a,, = 3n — 2. Zatem dla kazdego n € N,.:
14(3n-2) 3n-n
S = ee— =
" 2 2

@ Cwiczenie 4
Uzasadnij wzor dla n € N .
5 __ ni4n?

ajn+2n+3n+...+n°= 5

b) 1+2+3+...+(-n-1)=$

Przyktad 6
(Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktérych reszta
z dzielenia przez 6 jest rowna 1.

Liczby, ktoryeh reszta z dzielenia przez 6 jest rowna 1, maja postaé 6n + 1.
gdzie n € N. Warunki zadania spelniaja zatem liczby:

6:04+1=1, 6-14+1=7, 6-241=13, ..., 6-164+1=97
Tworza one 17-wyrazowy ciag arytmetyczny o roznicy r = 6, pierwszym wy-

razie a; = 1 1 ostatnim wyrazie a7 = 97. Zatem:

B ‘?‘”-1?:49"17=833

Cwiczenie 5

Oblicz sume. ktérej skladniki sg kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.
a) T+ 11+ 154 ...+ 47+ 51 ¢) -5—-7-9—...—29-31

b) £ 41413+ ...+ 993 + 100 d) —18—15—-12—...+15+18

Cwiczenie 6
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktoryeh reszta
z dzielenia przez 5 jest réwna:

a) 3, b) 4, ¢) 3 lub 4,

Zadania

1. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagn arytmetycznego (a,)
0 rOZNicy .

a)ay=-2ir=3 b)a,=4ir=-5 ¢) gy =151 1r==01

2. Oblicz wvrazv e+ 1 i oraz sume S claegn arvtmetvezneeo (a. ).
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a) ag=61ag=14 b)ag=1ias=3 c) aa=121a3=0

3.8. Buma poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego

Ustal, ile wyrazow ma podany nizej ciag arytinetyczny, i oblicz ich sume.
a) 4, 7,10, ..., 34 b) 3,1, 12, ..., 92 0} —3y—8y—Wyssy—41

3
a) Oblicz sume wszystkich liczb parzystych zawartych miedzy 21 a 2021.

b) Oblicz sume wszystkich lieczb dwueyfrowych nieparzystych dodatnich.

Oblicz sume wszystkich liezb naturalnych, ktérych reszta z dzielenia;
a) przez 5 jest rowna 1 i ktore sa mniejsze od 100,
b) przez 4 jest réwna 3 i ktore sa wigksze od 10 oraz mniejsze od 80,

¢) przez 6 jest wigksza od 3 i ktére sa mmniejsze od 100,

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mmiejszych od 1001, ktére sa
podzielne przez:

a) 2 lub 3. b) 3 lub 5. ¢) 5 lub 9.

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 3, ktore:

a) sa dwucyfrowe, b) sa trzycyfrowe, ¢) sa mniejsze od 500,

(iag arytmetyczny sklada sie z dziesieciu wyrazow. lloczyn wyrazow skraj-
nvch jest rowny 7. a suma dwoch wyrazow srodkowych jest rowna 8. Oblicz
pierwszy wyraz 1 roznice tego ciggu oraz sume wszystkich jego wyrazow.
Uzasadnij wzor dla n € N .

a) 6+12+184...+6n=3n(n+1)

b) 44+104+16+4+...+(6n—2) =n(3n+1)

[le poezatkowyeh wyrazow podanego ciagu arytmetyceznego nalezy dodac,
aby otrzymac sume 5467
a) 6,8,10, ... b) 13, 17, 21, ... c) —24,-22,-20, ...

Rozwiaz rownanie.

a) 145+94+134 ...+ =190

b) (1+z)+B+z)+(5+T)+...+(25+z) =130

c) (1+x)+(2+32)+(3+5z)+ (4+ 72x) + ...+ (50 + 99z) = 275
d) (14+x)+(5+22)+ (94 3x)+ ...+ (61 + 16z) = —48

Zbadaj monotonicznosc¢ ciggu (ay, ).

o310 - 18w O
ll'].-:] {Iﬂ = n + 3 (‘} ﬂ” —

e e raalE'y ok s a el e & ek a i i 4 i & & - &

6+ 12+ 18+ ... 4+ 6n

HE
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3.9. Cigg geometryczny (1)

Cwiczenie 1

Pole kola K| jest rowne 0.2 cm?. Pole kazdego
kolejnego kola jest czterokrotnie wigksze

od pola kola poprzedniego. Oblicz

pola kot Ky, K31 K.

K, O K, Q K,

Ciag liczbowy (a,,) nazywamy ciggiem geometrycznym, jezeli istnieje taka
liczba g, ze kazdy wyraz ciagu, oprocz pierwszego, powstaje przez ponino-
zenle wyrazu poprzedniego przez te liczbe:

Antl = n " 4

Definicja

dla kazdego n € N.
Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciagn (a,,).

Cwiczenie 2
Podaj iloraz ciggu geometrycznego i wypisz jego dwa nastepne wyrazy.

a) 3,6,12, ... oY 4 ¥ Ty &) Li—%4
) 4L . d) 64,16,4, ... £) =27,9,~3, ..

Cwiczenie 3
Oblicz wyrazy as. az, a4 i as ciaggn geometryeznego (a,, ).

a) my =1, g=3 ¢) ay =5, ¢g=—1 ¢) n.;=3;—'§, g=v2
b)ujzlﬁ.qz—;- {l]ﬂ.lz%1 q=—2 f) oy =2, g=186
Twierdzenie

Ciag (a,) o wyrazach réznych od zera jest ciggiem geometrycznym, jesli
dla dowolnego n > 1 iloraz dwoéch kolejnych wyrazéw ~2=+ jest staly.
!

Cwiczenie 4
Oblicz iloraz ciagu geometrycznego, wiedzac, ze jego dwa kolejne wyrazy to:

a) 27 i 243, ¢) —216 1 —36, e +/2 i —4,



b)

4, d) —¢ i L, f) 2v3 i 3v2.

3.9. Ciag geometryczny (1) 175

(0] Ewiczenie 5
Uzasadnij, ze podany ciag nie jest ciagiem geometrycznym.

a) 4,8,16,32,60,120, ... b)1,—2,4,-8,16,32,... «¢) 3,2, 2 2L 5

X816 327647 "7

Przykiad 1
Oblicz jedenasty wyraz ciagu geometrycznego (a,). jesli ay = 3 oraz iloraz
cigegn g = 2.

a =3
. ) e Wypisujemy kilka poczatkowych
E ) 9 WYTazOw clagu.,
Iz = Boedt= 12
1y = 3 2 23 =24
Aby otrzymad wyraz aq; ciggu
211 = 3 - 21“ = 3072 gpomelrveznegn, oblicgamy o -.r;” k.
Twierdzenie

Wzér ogdlny ciagu geometrycznego (a,, ) o pierwszym wyrazie a, i ilorazie g
ma postac:

Cwiczenie 6
Oblicz n-ty wyraz ciagu geometrycznego (a,, ), jesli:

a) a; = —;.;., g=2. =98, e) a1 =—-2,¢q=-3,n=2>5,
b)ai=25,¢=2,n=T, f) a=-7,g=-1,n=15,
c) {Ii=8,{j‘=§,ﬂ-=4, g) a1 =5,¢g=v2,n=9,
d) a, =ﬁ,q=2§ n=~06 h) a; = -.,/5,(;:—-“:5;,':1:8.

Cwiczenie 7
Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,, ), jesh:

a) {54:1-_.{}:%. b) ag = 16, g = —2, ¢) ag=28l,9=3,

Zadania

1. Oblicz iloraz ciggn geometryeznego (a,) o podanych wyrazach poczatko-
wych. Wyznacz wzor ogolny tego ciagu i oblicz ar,

a) 128, 64, 32, ... ) Ty~ 3my e o) 2, =2, 253, ...
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2. Oblicz wyrazy czwarty i piaty podanego ciagu geometrycznego.

8) o, 2492, 2v2 42, .. b) v2—1,1,v2+1, ...

3. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz wzoér ogélny ciagu geometrycznego (a, ). jezeli wiadomo, ze
ay = b oraz ag = H4.

Jezeli ¢ jest ilorazem ciagu (a,), to ay = ay -¢* oraz ag = a, - ¢°, zatem
otrzyvmujemy uklad réwnan:

ay-q* =6
ay-q° =54
Dzielimy stronami drugie réwnanie przez pierwsze:
ay - q° —
ap - q° 6
Stad ¢* = 9, czyli g = -3 lub g = 3.
Dla ¢ = —3 mamy a; = —%, zatem wzor ogolny ciagu: a,, = —g (—3)nd

'-Jl?‘-' Siks

—1—2?6. —18, .oe)s
Dlﬂ- q - J lllﬂﬂlv ﬂ.l — E] i ﬂtf'll] wzér ng{fjh]}r “i@gll: ”’ﬂ — % . 311—] [k‘[}*
lejne wyrazy ciagu: L IS B

(kolejne wyrazy ciagu: —

Wryznacz wzor ogdlny ciagu geometrycznego (a,, ). jezeli wiadomo, ze:

H} flg = 152 flg = —l"%. (.') o — (2 iy = 28, 'E'} g — -32, hip = ol
b) az = 1;_,'- 1;}1 d) azg = =3, ag = —24, f) ag =1, ag = 9.

4. Oblicz brakujace wyrazy ciagu geometrycznego.
a) L[, —27, 0.2 ©) 2,6, [T (2], 48, [0 <) &, [7 7], (7}, [2), &
b) ][22, 3, -6 d) [2[2),8,[2, (%, ~81 f) & [2L[2[7][2] 135
5. Wstaw miedzy liczby x 1 y trzy liczby tak, aby otrzymac ciag geometryczny
(podaj dwa rozwiagzania).
a) v=-2,y=-32 b)# =23 54 =768 8} =T, 4=7

'L:'In...

6. Wyznacz wzor ogdlny ciagu geometrycznego (a,), jesli wiadomo, ze:
a) suma drugiego i trzeciego wyrazu tego ciggu jest réwna 6, a réznica
czwartego i drugiego wyrazu jest rowna 24,

*
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pierwszego 1 piatego wyrazu jest rowna 17.

3.9. Ciag geometryczny (1)

3.10. Ciag geometryczny (2)

Przykiad 1

1 Kasi: wowala 2000 zl ne e o sta- ,
Pam Kasia ulol ﬂ‘i’i..'ll{rf . 000 =1 1111 koncie o st 1. Wplata: 2000.00
Iy oprocentowaniu 5% w skali roku. W tabel

: e

obok przedstawiono stan oszezednosci pani 2000,00 - 1,05 = 2100,00
Kasi po uplywie kolejnych lat. I tak po uply- 2100.00 - 1.05 = 2205.00
wie roku stan konta wyniesie: 9905.00 - 1.05 — 2315.25

2000 - 105% = 2000 - 1,05 = 2100 [z} z = =
2315,25 - 1,05 = 2431,01
Po uplywie dwdeh lat:
: )1 - 1.05 ~ 2552,56
2100 - 105% = 2100 - 1,05 = 2205 [2]] e

Otrzymany ciag jest przykladem rosnacego ciagu geometrycznego.

Ciag geometryczny (a,) o pierwszym wyrazie a; > 0 i ilorazie g jest:
= rosnacy, gdy ¢ > 1, = malejaey, gdv 0 < g < 1, = staly, gdy ¢ = 1.

Cwiczenie 1

a) Sformuluj 1 uzasadnij analogiczne twierdzenie o monotonicznosci ciagu geo-
metrycznego o pierwszyim wyrazie ujemnyi.

b) Przerysuj do zeszytu tabele 1 ja uzupelnij. Podaj przyklady odpowiednich
clagow geometrycznych i okresl ich monotonicznosc.

ay <0 ay >0
' |, —2,4,—8,186, ...
g<0 P T P
; nie jest monotoniczny
—3,0,0,0,0, ... ;
g=10 3,0,0:4,0 »
niemalejacy

D<g<l ? - s

q > 1 ? 2/

Uwaga. Stalym ciggiem geometrycznym jest rowniez ciag: 0.0,0,0, ... Jego

pierwszy wyraz a, = (), a iloraz moze by¢ dowolng liczba rzeczywista.

Cwiczenie 2

Wiarmsmars T aamlmier oo E A e m e f1m a1l eromrmatruresmooss (a1 daas]is
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B 178 3. Clagi

L |
gy

Aby wykazaé, ze clag (a, ) jest geometryczny, nalezy sprawdzié, czy iloraz
jest staly dla kazdego n € N,

D] Przykiad 2
Wykaz, ze cigg o wzorze ogélnym a,, = 3 - 4" jest ciggiem geometrycznyim.
Okresl jego monotonicznosc.

Wyznaczamy iloraz ciagu:

Gy ] = 3.47r+| :4

an 3. 47

jest staly dla kazdego n € N, zatem ciag (a,) jest geometryczny.

by |
By A

Jest to ciag rosnacy. poniewaz a; > 0ig=4 > 1.

loraz

(0] Cwiczenie 3

Wykaz, ze ciag (a,) jest geometryczny. Okresl monotonicznosé tego ciagu.

E’LJ fly, = Ei” {1) O = _% " 21% E‘} iy o= f) , {ﬁ)ﬂ—l
b) an = (—1)" d) an =—-2-(3)" £ = B

D] Cwiczenie 4
Uzasadnij podane obok
twierdzenie.

Liczby a, b. ¢, rézne od zera, tworza ciag geome-
tryezny wtedy i tvlko wtedy, gdy b* = a - c.

Cwiczenie 5
Podane liczby sa kolejnymi wyrazami ciggu geometryeznego. Oblicz z.
a) g,z +1,z—3 b) ==, z, 32 ¢) =1l e+1,2r-1

T+

M Srednia geometryczna

Jesli liczby a, b, ¢ tworzace ciag geometryczny sa dodatnie, to b = y/a - c.

Liczbe v/a - ¢ nazywamy $rednig geometryczna liczb a i c.

Pole kwadratu o boku b jest réwne polu prostokata
0 bokach a i e, jesli b jest rowne Sredniej geometrycznej
liezh a 1 ¢.

Twierdzenie

W ciagu geometrycznym (a,) o wyrazach dodatnich kazdy wyraz, oprécz
pierwszego, jest srednia geometryczna wyrazow sasiednich:




ﬂ'ﬂ_ — 'vf’rl'l-ﬂ--l 3 ﬂ"ﬂ-"i"l dl-ﬂ Tl ; 2

3.10. Ciag geometryczny (2)

Zadania

D] 1.
o] 2.

wysokos¢ opuszezona z wierzcholka kata pro-
stego jest drednia geometryezna diugoscei od-
cinkdw, na jakie wysokosé¢ ta dzieli przeciw-

Wykaz, #e ciag (a,, ) jest geometryczny. Okredl monotonicznosé tego ciagu.
b) @y =2+(=8]" =)o, =4 (V3" d) a, = —2 - 52!

H‘:] dp = Ei_"-

Przeczvtaj podany w ramce przyklad.
Uzasadnij, ze ciag o wzorze ogdlnym a,, = n* — n + 2 nie jest geome-
tryczny.

Obliczamy kolejne wyrazy ciagu: 2, 4, 8, 14, ... Badamy ilorazy:

12 4 i1 5 . a. 14
92 — 2 =9 B_C_—9p HM__"49
i 2 (15 4 ag o)

Zatem ciag (a,) nie jest geometryczny.

Uzasadnij, ze ciag (a,) nie jest geometryczny.
a) a,=n*"—2n+2 b) a, = —n*+4n — 2

Wyznacz wzor ogdlny monotonicznego ciagu geometrycznego (a, ).

" ’ ’
) g = —4 ) Ly * g = } g G4 = 1
a) 4 ) 4 e) 3
N .S 1= 2 2 2 __F
L lyy = 54 X (ly = Z£dUq \ {1y < (y = 0
, ’ r s .
Q4 = ‘3"]'2 ) -+ Ly = 3[] . i =z = E}
b) 4 : d) ¢ f) g e
,.ﬂJ-*ﬂ'ﬂ:E \ﬂ.,l—ﬂgzlzﬂ hELE—{!..‘_;,:lQ

Liczby a. b, e.d sa kolejnymi wyrazami malejacego ciagu geometrycznego.
Suma dwdceh liczb srodkowyeh jest rowna 24, a suma dwaoch liczb skrajnyeh

jest réwna 36. Wyznacz te liczby.

Liczby x.y,z tworza monotoniczny ciag geometryczny. Podwojona suma
pierwszej i drugiej liczhy jest réwna sumie drugiej i trzeciej liczby., a suma
tych trzech liczb jest réwna 77. Wyznacz te liczby.

a) Uzasadnij. ze w trojkacie prostokatnym

prostokatna (rysunek obok).

x Y
b) Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich x. y zachodzi nastepujaca
zaleznosc miedzy ich srednig aryvtmetyczng a geometryezna:

pd-ar o P
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Kiedy te srednie sa rowne?

3. Ciagi

3.11. Suma poczatkowych wyrazow
ciggu geometrycznego

Przykiad 1
Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego:
1*2&'1- 81 1ﬁl B oo

Sio=14+24+44+8+16+ 32464 + 128 + 256 + 512 = 1023

Aby obliczyé¢ sume n poczatkowych wyrazow ciagn geometrycznego, mogzna
skorzystac¢ z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie

Suma n poezatkowych wyrazéw ciggu geometryeznego (a,, ) o ilorazie g # 1

W}'I‘HZH 51{;_‘ WwWZOrems: o
l—q
Srr. = {1 *
l—q

Dowod

¥ = * )

Kolejne wyrazy ciggu to: a,, as = a1q, a3 = a1q~, ..., a, = a;q"
1

b zatem:

2
Spo =01 +mqg+aqg +...+a,q"
" o o n Mnozymy obie strony
qS, = a1+ a¢1¢” + a1g” + ... +a1q

FOWTANG Prees (.

Odejmujemy rownania stronami i otrzymujemy:
'Sr'n = ';{'Sn =l == “'lqn
S,(1—¢q)=a,(1—¢")

y 1—-g™ Dzielimy obie strony rownania
JS;J p—— r{l 7] e e p— " - i
1—g przez | — ¢ (z zalozenia g = 1).

Uwaga. Jesli iloraz ciagu geometrycznego (a, ) jest réwny 1, to suma n poczat-
kowych wyrazow tego ciagu dana jest wzorem S, = n - ;.

Cwiczenie 1
Oblicz sume szesciu poczatkowych wyrazéow ciagu geometrycznego, korzysta-
jac z podanego wzoru. SprawdZ otrzymany wynik, dodajac wyrazy ciagu.

8) 1,3, 9, 27, ... b} 1, —2,4,~8; .. &) Bk, it

Cwiczenie 2

r . " -
f"ﬂnln'-w C* 39 %% %sis ci P T e ok I G s T E b O g Flrl -‘ﬁ L e B e ].l‘+ F % E* S FH9 Y% & Pra— I Fa el s &)
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3
a) q=2, b) ¢ = 4, &) g= 1.

b

3.11. Suma poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego

Cwiczenie 3
Oblicz sume §,, ciagu geometrycznego (a, ), jesli wiadomo, ze:

a) a; =3, as = —6, n = 6, b) a; = —4, a; = —12, n = 5.

Przykiad 2
Dany jest ciag geometryeziny o pierwszyim wyrazie rownym 4 1 ilorazie 3. Ile
poczatkowych wyrazow tego ciagn nalezy dodac, aby otrzymac 14567

Niech n bedzie szukana liczba wyrazow. Wowcezas:
1_3”

1—3"=-728
a" =729
n =16

Nalezy dodacd szesé poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Cwiczenie 4

a) Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie réwnym o i ilorazie 2.
Ile poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodac. aby otrzymad 6357

b) Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie rownym 2 i ilorazie %
[le poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodac, aby otrzymacd lﬁ%?

Cwiczenie 5

Suma pierwszego 1 czwartego wyrazu ciggu geometryeznego jest rowna 20,
a stuna drugiego i piatego wyrazu jest rowna —78, Ile poczatkowyveh wyrazow
tego ciagn nalezy dodad, aby otrzymac¢ —617

Ciag (b, ) nazywamy podciagiem ciagu (a, ), jesli mozemy go otrzymac poprzez
wybranie jego wyrazow sposréd wyrazow ciagu (a,,) bez zmiany ich kolejnoscei.
Na przyklad podciagami ciagu geometryeznego 1.2,4. 8, 16,32, ... sa:
2.8,32,128,512, ... - podciag wyrazéw o numerach parzystych,

1.4,16.064, 256, ... - podciag wyrazow o numerach nieparzystych,

512,1024, 2048, 4096, ... — podciag wyrazow podzielnych przez 512.

Cwiczenie 6
Pierwszy wyraz ciagn geometrycznego jest rowny 3, a iloraz jest rowny —2.
Oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazow jego podeiagu zlozonego z wyrazow

e e . T e .il-!-- -
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a) nieparzystych, b) parzystych.

B 182 3. Ciagi

Zadania

Oblicz sume Sg ciagu geometryeznego (ay), jesli jego wyrazy pierwszy
i drugi sa odpowiednio rowne:
a) 58 b) 18. 6. ¢) 15, =30, d) -7, —T.

Oblicz sume n poczatkowych wyrazow ciagn geometrycznego (a,,) o ilora-
zie q. jesli

a)ay=-1,qg=2,n=_§, ¢) =3 ¢g=—v2, n=10,

b) a, =%,q=§-, =75, Gm=bha=1n=20

Ciag (a,) jest geometryczny. Przerysuj do zeszytu tabele i ja uzupelnij.

i8] q i (hy S
9 3 (LA R T 242
; % 7 v

/B 2 S

Pola dziesigciu kwadratow (rysunek obok)
tworza ciag geometryczny o ilorazie % Naj- -
wiekszy sposrod tych kwadratéw ma pole | Lo mece
réwne 1 em®. Oblicz sume ich:

a) pol, b) obwodow.

Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrveznego (a,, ) o ilorazie q. jesh:
a) g =2, S; =60, ¢) g=3, S5 = 728, ¢) g =—v2, Sg=-T,
h) q = % S.'I_ = 2”—1[), {U g = —%, -5'_5 — 33, E} g = —1, Sl;g = 0.

Ile poczatkowych wyrazéow clagu geometrycznego o pierwszym wyrazie
rownyin 5 i ilorazie 2 nalezy dodaé, aby otrzymad:
a) 315, b) 2555, ¢) 51157

Wyznacz liczbe wyrazow skonczonego ciagu geometrycznego (a,,) o ilora-
zie g. jesli suma wszystkich wyrazow jest rownas
a) 258 oraz a; = 6, ¢ = —2, b) 1820 oraz a; = 5, g = 3.

Pola pieciu prostokatéow (rysunek obok) Al

tworza clag geometryezny o ilorazie % Su-

- g F . G i Ly




10,

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Dl 19.

00

ma tveh pol jest rowna — cm®. Ublicz ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
pole najmniejszego prostokata.

3.11. Suma poczatkowych wyrazéw clagu geometrycznego

Wyznacz wzér ogélny ciagu geometrycznego (a, ), jesli wiadomo, ze:
a) Sy = 35, a réznica wyrazow pierwszego i czwartego jest rowna 17.5,

b) S; = 20, a réznica wyrazéw pierwszego 1 trzeciego jest réwna 8.

Suma pieciu poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego (a, ) wynosi 33,
a roznica wyrazow pierwszego i szostego jest rowna 99. Oblicz sume dzie-
sieciu poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

Wyznacz sume n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego o pierw-
szyvim wyrazie a; = x i ilorazie g = —1, jesli wiadomo. ze n jest liczba:

a) parzysta, b) nieparzysta.

Ciag geometryczny (a,) spetnia warunki: S5 — 53 = 721 a4y —a; = 12.
Oblicz sume siedmin poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Suma czterech poczatkowych wyrazéw monotonicznego ciagu geometrycz-
nego jest rowna 8, a suma kolejnych czterech jest rowna 72. Oblicz piaty
wyraz tego ciagu.

Pierwszy wyraz ciagu geometryeznego jest rowny 6, a stosunek sumy pie-
ciu poczatkowych wyrazow tego ciagu do sumy kolejnych piecin wyrazow
3

wynosi <. Oblicz szosty wyraz tego ciggu.

Dany jest dziesigciowyrazowy ciag geometryezny (a,) o ilorazie ¢. Suma
jego wyrazow o numerach nieparzystyceh jest rowna 341, a suma wyrazow
o mumerach parzystych jest rowna 682. Wyznacz wzor ogdlny tego ciggu.

[loczyn czterech poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) o wy-
razach dodatnich jest rowny 324. Oblicz sume szeSciu poczatkowych wyra-
zOw tego ciggu, jezeli a; — as = 6.

Suma trzech poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego jest rowna 21,
a suma trzech nastepnych jest réwna 168. Ktory wyraz tego ciggu jest
rowny 1927

Wyrazy ciagu geometrycznego (a, ) spelniaja warunki:

ay+ay+azt+as+a; =9 1 ag+ay+as+ag+a; =372

Oblicz pierwszy wyraz oraz iloraz tego ciagu.

Dany jest skonczony ciag geometryczny o parzystej liczbie wyrazow. lloraz
1 plerwszy wyraz tego ciagu sa rozne od zera. Wykaz. ze stosunek sumy wy-
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razow o numerach parzystych do sumy wyrazow o niumerach nieparzystych
jest réwny ilorazowi tego ciagu.

B 184 3. Clagi

3.12. Ciggi arytmetyczne i ciagi
geometryczne - zadania

Przyktad 1
Suma n poczatkowych wyrazow ciggu (a,) dana jest za pomoca wzoru
S, = 2n*. Czy jest to ciag arytmetyczny?
Obliczamy pierwszy wyraz ciagu:
gy =5 =2-1"=

Dla n > 1 wyraz a, mozemy wyznaczyc¢ ze wzoru a, = S, — S,_1:

a, =2n*—2n—1 2 =2n*-2(n*—2n+1)=4n -2
Stad gy =4n+1) —2=4n+2.
Réznica apyy —a, =4n+2—(4dn—2) =4 dlan > 1.
Nalezy jeszcze obliczy¢ roznice as — aq:

a; —ay =(4-2—-2)—-2=4

Réznica @, 1 — a,, = 4 dla kazdego n € N, wiec ciag (a,) jest arytmetyczny.

Cwiczenie 1
Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciaggiem arytmetycznym. jesli:
a) 8, =n*—4, b) S, = n® + 2n, ¢) 8y = 6n— In®, )8 = 26

Przykiad 2

Trzy liczby tworza ciag arytmetyezny, a ich suma jest réwna 21, Jedli od pierw-
szej 1 drmgiej liczby odejmiemy 3. a od trzeciej odejmiemy 1, to otrzymamy
kolejne wyrazy ciagu geometryeznego. Wyznacz te liczby.

Zapisujemy trzy kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego: a — r, a. a + r. Ich

sSuma:
a—r+a+a-+r==21

a=1T
Zatem szukane liczby maja postac: T—r, 7, 7T+ r.
Zegodnie z warunkami zadania liczby 4 — ¢, 4, 6 4 » sa kolejnymi wyrazami
clagu geometryeznego, zatem zachodzi réwnose:
42 = (4—r)(6+r)
r®+2r—8=0
r=—4lubr=2



Dla r = —4 otrzymujemy liczby: 11, 7, 3.
Dla r = 2 otrzymujemy liczby: 5, 7. 9.

3.12. Ciagi arytmetyczne | ciagi geometryczne — zadania

Cwiczenie 2

a) Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 21, tworza ciag arytmetyezny. Jesli
od drugiej z nich odejmiemy 1, a do trzeciej dodamy 6. to otrzymamy ciag
geometryezny. Wyznacz fe liczby.

b) Liczby a, b, ¢. ktérych suma jest réwna 12, sa kolejnymi wyrazami ciagn
arvtmetycznego, a liczby a + 1, b+ 2. ¢ + 6 - kolejnymi wyrazami ciagu geo-
metryeznego. Wyznacz liczby a. b, c.

Zadania

1.

a) Szosty wyraz ciagu arvtmetycznego jest rowny 0. Oblicz sume jedenastu
poczatkowych wyrazow tego ciagu.

b) Jedenasty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 20. Oblicz sume je-
denastu poczatkowych wyrazow tego ciggu o numerach nieparzystych.

Dany jest cigg aryvtmetyczny (a,). Stosunek sumy dziesieciu poczatko-
wych wyrazow o mumerach parzystych do sumy dziesieciu poczatkowych
wyrazow o numerach nieparzystyeh jest rowny %’. Surna wyrazow trzeciego

i siodmego jest rowna 12. Wyznacz wzor ogolny tego ciggu.

Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryezny jest rowna 15, a suma

ich odwrotnosci jest rowna 3—% Wyznacz te liczby.

Wyrazy ciagu geometryczego (a, ) spelniaja warunki:
a; + as = 68 1 (o + Qg = 136

Ile poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodaé. aby otrzymad 20447

W szesciowyrazowym clagu geometryeznym suma pieciu poczatkowych
wyrazow jest rowna 11, a suma pieciu ostatnich — jest réwna 33. Oblicz
iloraz oraz wyrazy pierwszy 1 szosty tego ciggu.

Trzy liezby, ktorych suma jest réwna 28, tworza ciag geometryczny. Liczby
te sa réwniez kolejno wyrazami pierwszym, drugim i czwartyvim ciggu aryt-
metyceznego. Wyznacz te liczby.

a) W dziewieciowyrazowym ciagu arvtmetyceznym, ktérego pierwszy wy-
raz jest rowny 4. wyrazy pilerwszy, trzeci i siodmy tworza ciag geome-
tryczny. Oblicz sume wyrazow tego ciagu arytmetycznego.

b) W szeSciowyrazowyin malejacym ciagu arytmetyeznym, ktérego pierw-
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szy wyraz jest rowny —1, wyrazy pierwszy. drugi i piaty tworza ciag geo-
metryczny. Oblicz sume wyrazow tego ciggu arytmetyeznego,

B 186 3. Clagi

10.

; B

12

a) Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest réwna 15. Jesli
pierwsza i druga z tych liczb zwiekszymy o 1, a trzecia — o 4, to otrzymamy
ciag geometryezny. Wyznacz te liczby.

b) Trzy liczby tworza ciag aryvtmetycezny. Jesli do pierwsze) z nich do-
damy 8, a druga i trzecia zostawimy bez zmian. to tak otrzymany ciag
bedzie ciagiem geometryeznym. Wyznacz te liczby, jesli suma wyrazow
clagu geometrycznego wynosi 20,

a) Trzy liczby, ktorych suina jest rowna 13, tworza malejacy ciag geome-
tryezny. Jeshi od ostatniej liczby odejmiemy 4, to otrzymamy ciag arytme-
tyezny. Wyznacz te liczby.

b) Trzy liczby tworza ciag geometryczny, a ich suma jest roéwna 52. Jesli
pierwsza 1 druga liczbe zostawimy bez zmian, a od trzeciej odejmiemy 16,
to otrzymamy kolejne wyrazy rosnagcego ciagn arytmetycznego. Wyznacz
te liczby.

a) Wstaw miedzy liczby 51 30 dwie takie liczby, aby pierwsze trzy tworzyly
clag geometryeziy, a ostatnie trzy — ciag arytmetyeczny.

b) Wstaw miedzy liczby —4 i 32 dwie takie liczby, aby pierwsze trzy two-
rzyvly ciag arytmetyczny, a ostatnie trzy — ciag geometryczny.

Z czterech zapisanych kolejno liczb pierwsze trzy tworza clag geometryez-
ny, a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny. Wyznacz te liczby, jesli suma
pierwszej i ostatniej jest rowna 1, a suma drugiej i trzeciej jest rowna —:

W tréjkat rownoboczny wpisujemy okrag. a nastepnie
w okrag wpisujemy trojkat réwnoboczny itd. (rysu-
nek obok). Otrzymujemy w ten sposéb ciag tréj-
katow rownoboceznych i clag okregow.

a) Uzasadnij. ze ciag obwodow kolejnych trdj-
katéw jest geometryezny. Podaj jego iloraz.
b) Bok najwiekszego trojkata ma diugosé 4.
Oblicz sume obwodow pigciu najwiekszych
trojkatow oraz sume ich pol.

L

Wykaz, Ze jesli liczby - o 535 1 g werig ciag arvtmetyezny, to rowniez

liczby %, y* i z° tworza ciag arytmetyezny.

Wykaz, ze jesli ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym o wyrazach calko-



witych, to ciag (b,) okreSlony za pomoca wzoru b, = 2% jest ciagiem
geometrycznym.

3.12. Ciagi arytmetyczne 1 ciagi geometryczne — zadania

Ciagi liczb catkowitych

Ponad pieédziesiat lat temu amerykanski matematyk Neil Sloane [czyt. nil
sloln| stworzyl katalog ciagéw liczb calkowitych obecnie funkcjonujacy jako
Encyklopedia ciagow liczb catkowitych w wersji on-line (oeis.org). Opisanych
jest w niej ponad ¢éwier¢ miliona réznyeh ciagow. Aby znalezé informacje
o ciagu, nalezy podad jego numer w katalogu, nazwe Iub poczatkowe wyrazy.
Na przyklad:
e pod numerem A000045 znajduje sie ciag Fibonacciego (patrz str. 158),
e pod numerem A000108 znajduje si¢ ciag liczb Catalana [czyt. katalanal:

1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, ...

. 3 - ‘f- = ._ Tr 1 i L] | — [jﬂ:l " L]
Cigg liczb Catalana okreslony jest wzorem ¢, = TEERIPTL Zatem:
TS| L o — il - e B e o = B Ay

U= T L, ca= 303l 2,03 = -l;ul = =gm= 14, ...

Ciag ten ma wiele interpretacji geometrycznych, np. dla (n 4+ 2)-kata wypu-
klego liczba jego mozliwych podzialow na trojkaty nieprzecinajacymi sie prze-
katnymi jest rowna n-tej liczbie Catalana. Dla szesciokata istnieje 14 takich

podzialdw:
Rozwazmy teraz kwadrat o wymiarach n x n z siatka calkowita, jak na rysunku
ponizej. oraz drogi prowadzace z lewego dolnego rogu tego kwadratu do jego

prawego gornego rogu spelniajace warunki:
» poruszamy sie po siatce calkowitej w prawo albo w gore.

e nie przechodzimy nad przekatna kwadratu.

Okazuje sie. ze liczba takich drég jest n-ta liczba Catalana.,
Na ponizszych rysunkach przedstawiono wszystkie mozliwe
drogi dla n =3 (e¢3 = 5).




1. Narysuj odpowiednie rysunki i sprawdz, czy dla kwadratu 4 x 4 istnieje
¢y = 14 roznych drég spelniajacych warunki opisane wyzej.

E 188 3. Ciagi

3.13. Procent skiadany

Kapital w wysokosci k, zlozony w banku na rok przy oprocentowaniu
rocznym r, wzrosnie po roku do kwoty k(1 + r).

Przykiad 1

Pani Kowalska wplacila do bankn 1000 zI na lokate oprocentowana 6% w skali
roku. Do jakiej kwoty wzrodnie kapital pani Kowalskiej po trzech latach, a do
jakiej po dwudziestu?

Kwota po roku: 1000 + 6% - 1000 = 1060 [zl

Kwota po 2 latach: 1060 + 6% - 1060 = 1060 + 63.6 = 11236 [zl]
Kwota po 3 latach: 11236 + 6% - 1123,6 = 1123,6 + 67,416 = 1191,02 [z]]
Zauwaz, #¢ w kolejnyeh latach doliczane sa odsetki w wysokesel 6% do kapitatu powickszo-
nego o adsetki z poprzednich lat.

Wyznaczenie powyzsza metoda kwoty, do jakiej wzrosnie kapital pani Kowal-
skiej po dwudziestu latach, jest bardzo pracochlonne. Zauwazmy jednak, ze
kazdego roku do kazdej zlotéwki bank do- tys.2t =
pisuje 6% odsetek, czyli co roku kapital -
powieksza sie 1,06 razy. -

Kapital wynosi wiec:
po roku: k- 1,06
po 2 latach: k- (1,06)”
po 3 latach: k- (1,06)"

o3 10 20
lata

po 20 latach: k- (1.06)*" = 1000 - 3,20714 = 3207.14 [z}]

Jezeli w kolejnych latach odsetki dopisywane sa do kapitalu powiekszonego
o wezesnie] nagromadzone odsetki, to mowimy, ze kapital zostal zlozony na

procent skladany.

Kapital w wysokosei k. zlozony w banku na n lat na procent skladany
przy oprocentowaniu roeznyvm r. po n latach wzrosnie do kwoty k(1 +r)".

Cwiczenie 1
Do jakiej kwoty wzrosnie kapital po n latach. jezeli zlozymy w banku 5000 zl



na procent sktadany przy oprocentowaniu rocznyi !

a) n=>5,r=45% b)n=28 r=5,:% ¢) n=10,r=3%

3.13. Procent skiadany

Dopisywanie odsetek do kapitalu nazywa sie kapitalizacja odsetek lub
krétko kapitalizacja, a czas, po jakim ona nastepuje, nazywa sie okresem
kapitalizacji.

Przyktad 2

Rodzice Basi zlozyli w banku 5000 zl na trzy lata. W pierwszym roku opro-
centowanie wynosito 6%, w ostatnich dwéch latach 5%, a kapitalizacja odsetek
nastepowala co rok. Do jakiej kwoty wzréstby ten kapital po trzech latach,
gdyby odsetki nie byvly opodatkowane, a do jakiej — 2dyby od naliczanych
odsetek pobierany byl co roku podatek w wysokosci 20%7

Jesli odsetki nie bylvby opodatkowane, to oszczednosci po trzech latach wy-

nioslyby: “
5000 - 1,06 - (1,05)% = 584325 [#1]

Jesli od naliczanych odsetek bylby pobierany podatek, to odsetki te bylyby
pomniejszane o 20%. zatem w pierwszym roku wplacona kwota wzroslaby o:
0,06 - 0,8 = 0,048 = 4.8%

a w drugim i1 trzecim roku o:
0,05-0.8 = 0.04 = 4%
Zatem po frzech latach kapital wzrosltby do:
5000 - (1,048) - (1.04)* = 5667,58 [z1]
Uwaga. W Polsce padatek od odsetek wynosi 19%. W tvim rozdziale, dla ulatwienia

obliczen, podatek ten pomijamy lub przyjmujemy. ze wynosi 20%. Zwrod uwage na to,
ze podatek placi sie tylko od dopisywanych odsetek, a nie zgromadzonego kapitalu.

Cwiczenie 2

Kapital 5000 zl zlozono w banku na dziesie¢ lat przy oprocentowaniu wyno-
szaeym 5% 1 roeznej kapitalizacji odsetek. Oblicz wysokodd¢ dopisanych odse-
tek. Jak zmieni sie wielkos¢ kapitalu, jesli od odsetek naliczany jest podatek
w wysokosci 20% w skali roku?

Cwiczenie 3

Kapital w wysokosei 800 zl zlozono w banku na pie¢ lat. Oblicz wielkodc
kapitalu po uplywie tego czasu, jesli kapitalizacja odsetek byla roczna, od
odsetek naliczano podatek w wysokosei 20% w skali roku, a oprocentowanie:
a) w pierwszych dwéch latach wynosilo 8%, w ostatnich trzech — 4%,

b) w pierwszych trzech latach wynosilo 4%, w ostatnich dwdch — 8%,
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¢) w pierwszych dwdch latach wynosilo 7%, w kolejnych dwéch — 5%, w ostat-
nim roku - 2%.

B 190 3. Clagi

Odsetki moga by¢ dopisywane czescie] niz co rok. Jezeli dopisywane sa co
kwartal, méwimy o kapitalizacji kwartalnej. jesli co miesiac — o kapitalizacji
miesieczne).

Twierdzenie

Kapital w wysokosci k. zlozony w banku na n lat przy oprocentowaniu
rocznym r i kapitalizacji m razy w roku, po n latach wzrosnie do:

TN
k-(1+—)
Tt

Przykiad 3

W bankach A, B i C lokaty terminowe sg oprocentowane 6% w skali roku.
Odsetki sa kapitalizowane: w banku A — co rok, w banku B - co kwartal,
a w banku C' - co miesiac. Do kazdego z tych bankow wplacono 1000 zl.
W ktorym banku odsetki od tej kwoty po roku beda najwicksze? O jaki pro-
cent wzrosnie kapital w kazdym 2z tych bankéw po roku?

Kapital po roku wyniesie:
w banku A: 1000 - (1 + 0.06) = 1060 [z1],

w banku B: 1000+ (1 + 2%)" = 1000 (1.015)* ~ 1000 1,06136 = 1061.36 [21].

w banku C: 1000- (1 + %) e 1000-(1.005)** 22 1000-1.06168 = 1061.68 [z1].
Zatem odsetki dopisane w tych bankach to kolejno: 60 zi, 61.36 z1 i 61,68 zl.
Kapital wzrosnie wige: w banku A — o 6%, w banku B — o %&% = (,06136 =~
~ 6,14%. a w bankn C - o 22 = 0.06168 = 6.17%.

1M

Roczna stope procentows r taka, ze odsetki w wysokosci = kapitalizowane
sa m razy w roku, nazywa si¢ nominalng stopa procentowa. Rzeczywisty
przyrost kapitalu pokazuje efektywna stopa procentowa p. przy ktorej od-
setki kapitalizowane sa raz, na koniec roku. Miedzy tymi stopami zachodzi
nastepujaca zaleznosc: L\
l+p= (1 + —)

ik

Cwiczenie 4
Bank X oferuje kapitalizacje polroczna przy rocznej stopie 8%, a bank Y —
kapitalizacje kwartalna przy rocznej stopie r. Dla jakie] wartosci stopy r opro-



centowanie w skali roku jest w obu bankach najbardziej zblizone?

A r=4% B. r="792% C.r=8%

3.13. Procent skiadany

Cwiczenie 5

Pani Katarzyna zlozyla w banku kwote 10000 z1 na lokate oprocentowana
4% rocznie. Oblicz, do jakiej kwoty wzrodnie jej kapital po pieciu latach. jeshi
odsetki beda kapitalizowane:

a) co rok, b) co pél roku, ¢) co kwartal, d) co miesige.

Cwiczenie 6
Przeczytaj podany w ramce przyvklad.

Rodzice zalozyli konto trzynastoletniej corce. Postanowili wplacac¢ na nie
200 z1 na poczatku kazdego roku przez pie¢ lat. Oprocentowanie roczne
w calym tym okresie wynosi 5%. a kapitalizacja nastepuje co rok. Jaka
kwote bedzie miala na koncie ich corka w wieku 18 lat?
Pierwsza wplata w wysokosei 200 zl bedzie kapitalizowana piec razy, druga
wplacona rok pozniej - cztery razy i kazda kolejna wplata bedzie kapita-
lizowana o jeden raz mniej. Zatem kapital po pieciu latach bedzie wynosil:
200 - 1,05 + 200 - 1,05 + 200 - 1,05 + 200 - 1,05 + 200 - 1,05 =

= 200(1,05 +1,05* + 1,05" + 1,05" +1,05°) =  Korzystamy ze wzoru na
e =111l !'iﬂ“” oedimel rveaneso,
1—-(1,05)" Sl : *
=200 1,05 —PF - 116038 [21]
1-1,05

Jaka kwota bylaby na koncie opisanym w powyzszym przykladzie, gdyby okres
oszezedzanma byl dluzszy o piec lat?

Cwiczenie 7

a) Pani Ania zamierza wplaca¢ 500 zl na konto na poczatku kazdego roku.
Oprocentowanie konta wynosi 4% w skali roku. a odsetki sa kapitalizowane co
rok. Jakie srodki zostang zgromadzone na koncie pani Ani po 8 latach, a jakie
~ po 20 latach oszczedzania?

b) Jaki kapital znajdzie si¢ na konecie osiemnastolatka. jezeli rodzice, poczaw-
szy od dnia jego urodzenia, wplacali mu do banku co rok 300 21?7 Oprocento-
wanie wynosilo 6% w skali roku, a odsetki byly kapitalizowane co miesige.

Cwiczenie 8
Pawel, ktory ma 25 lat, zamierza wplaca¢ 100 zl na fundusz emerytalny na
poczatku kazdego miesiaca. Oprocentowanie funduszu wynosi 6% w skali roku,
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a kapitalizacja odsetek jest miesieczna. Jaki kapital zostanie zgromadzony
przez Pawla, gdy bedzie on w wieku: a) 60 lat, b) 65 lat, c¢) 67 lat?

B 192 3, Clagi

Zadania

;

Do jakiej kwoty wzrosnie kapital po n latach, jezeli zlozymy w bankn na
procent skladany 2000 zl przy oprocentowaniu rocznym 77

a) n=2,1r=>5% b) n=2>5, r=>5% &) =10, r=38%

Do jakiej kwoty wzrosnie kapital po n latach. jezeli zlozymy w banku na
procent skladany 4000 zl przy oprocentowaniu rocznym r?
8) n=2 r=4% b) n=25, r=3% ¢) n=10,r=4%

Kapital w wysokosci 600 zl zostal zlozony w banku na pieé¢ lat. Oblicz
wielkosé kapitalu po uplywie tego okresu, jezeli kapitalizacja byla roczna,
a oprocentowanie wynosilo w pierwszym roku:

a) 6%, w drugim rokn - 5.5%. a w trzech ostatnich latach — 4%,

b) 5.5%, w trzech kolejnych latach — 4%, a w ostatnim roku — 6%.

Oprocentowanie lokat w banku A wynosilo w kolejnvch czterech latach
0%, 8%. 7% 1 6%. Stopa procentowa w banku B byla w tym czasie stala
i wynosila r. Oblicz r, jesli wplacenie kapitalu na cztery lata bylo w obu
bankach rownie oplacalne i oba banki kapitalizowaly odsetki rocznie.

Jaka kwote nalezy ulokowa¢ na koncie, aby po pieciu latach uzyskac
1217 21, jezeli roczna stopa procentowa wynosi 4%, a odsetki kapitalizo-
wane sa co rok? Jaka kwote nalezaloby wplaci¢. aby uzyskaé taki sam
kapital koncowy po trzech latach?

Bank przyjal kwote 50000 2zl na 5% rocznie. a nastepnie pozyczyl ja na
6% rocznie. Ile zyskal bank w ciagu pieciu lat, a ile by zyskal w ciagu
dziesiecin lat?

Do banku wplacono 3000 zl na trzy lata przy rocznej stopie procento-
wej G%. Ile bedzie wynosil kapital po uplywie tego okresu, jesli odsetki sa
kapitalizowane:

a) co pol roku, b)) co kwartal, ¢) co miesiac, d) codziennie?

Warunki oferowane przez banki dla lokat dwuletnich sa nastepujace:
bank A — 5.44% rocznie, odsetki kapitalizowane co miesiac,
bank B - 5,5% rocznie, odsetki kapitalizowane co kwartal,
bank C' — 5.6% rocznie, odsetki kapitalizowane co pél roku,



10.

11.

12.

13.

bank D — 5,65% rocznie, odsetki kapitalizowane co rok.
Ktory z tych bankow oferuje najkorzystniejsze warunki?

3.13. Progent skiadany

Firma X zaciagnela w banku kredyt w wysokosei 10000 zt. Co roku bank
nalicza odsetki w wysokosei 10%. Kredyt wraz z odsetkami ma by¢ spla-
cony jednorazowo po n latach. Na ile lat zostal zaciggniety kredvt. jezeli
wiadomo, ze firma X bedzie musiala splaci¢ 13310 z1?

Dziadkowie w dniu narodzin wnuka zdeponowali dla niego w banku kwote
k z1 na osiemnagcie lat, oprocentowana 5% w skali roku z roczna kapita-
lizacja odsetek. Obecnie chlopiec ma dziewiec¢ lat i kwota ta wzrosla do
7757 zl. lle wynosil kapital poczatkowy k z1?7 Do jakiej kwoty wzrosnie ten
kapital na koniec okresu oszczedzania?

Kuba zamierza kupié¢ samochdd. ktory kosztuje 40000 zl. Zakup finan-
suje ze srodkoéw wlasnych i zaciggnietego na ten cel kredytu. Kredyt wraz
z odsetkami, ktore wyniosa 1200 z1, ma by¢ splacony po roku. Ile srodkoéw
wlasnych ma Kuba, jezeli oprocentowanie kredytu wynosi 8% w skali roku?

Kapital w wysokosci 1000 z1 wplacono do banku na lokate z miesigezng
kapitalizacja odsetek. Po ilu latach kapital ten sie podwoi, jezeli wiadomo,
ze oprocentowanie w skali roku wynosi: a) 6%, b) 3%7

Pan Lech na budowe domu zaciagnal kredyt w wysokosci 100000 z1, opro-
centowany 10% w skali roku. Kredyt bedzie splacany w réwnych ratach
po 30000 zl na koniec kazdego roku, przy czym ostatnia rata moze byc
mniejsza. Odsetki naliczane sa rocznie tylko od niesplaconej czesci kredytu.
W tabeli przedstawiono sposob obliczania stanu zadinzenia po kolejnych
latach.

Rok Doliczone odsetki Stan zadlnzenia
1 | 0.1- 100000 = 10000 @ 100000 + 10000 — 30 000 = 80000
2, | (0,1 - 80000 = 8000 | 80000 + 3000 — 30 000 = 58 000
3 | 0.1 - 58 000 = 5800 53 000 4 5800 — 30 000 = 33 800
4, | 0,1 - 33 800 = 3380 | 33 800 + 3380 — 30 000 = T180
5. 0.1-7180 =718 | 7180+ 718 — 7898 = ()

Zatem lacznie trzeba splaci¢ 4 - 30 000 + 7898 = 127 898 [zl].

a) Sporzadz analogiczna tabele dla kredytu w wysokosci 100000 zl, opro-
centowanego 20% w skali roku, splacanego na tych samych zasadach co
kredyt pana Lecha. Jaka kwote trzeba lacznie splacic?
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b) lle czasu trwaloby splacanie takiego kredytu, gdyby oprocentowanie
wynosilo 25% w skali rokn?

B 194 3, Ciagi

*3.14. Granica ciggu

B Intuicyjne pojecie granicy

Przyklad 1 Y4 : _ _ :

Na rysunku obok przedstawiono wy- e S =
kres ciggu a, = 2. o - .. - 5

Kolejne wyrazy tego ciagu: 2, 1, %, é L ' ‘ K & g v ;
2 1 ... sa ,coraz blizej” liczby 0. o 1 | F P L X
Przykiad 2

Na rysunku obok przedstawiono wy- Y1

kres ciagu: £

Kolejne wyrazy tego ciagu: 1. z;;- 12, 1 .
2—‘}, I-é, 2;13-._ 1%’_'-,... sa .coraz blizej” |
liczby 2.

:H::'IF

o] 1

Liczbe te¢ nazywamy granicg lub granica wlasciwg ciagu. Jesli ciag (a,) ma
granice rowna g, to piszemy:

W powyzszych przyvkladach wyrazy ciagu sa .coraz blizej” pewnej liczby.

: Skrot Jim"” pochodzi od lacii-
lima, =g
FE—+

co czytamy: .granica ciagu a, przy n dazacym do nieskonczonosci jest licz-

ba ¢” lub .ciag a, dazy do liczby ¢ przy n dazacym do nieskonczonosci”.

skiego slowa Limes — granica,

Informacje te mozemy tez zapisac tak: a, — g przy n — oc.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres ciagu (a,) 1 na jego podstawie podaj granice tego ciagu.

: 3 (—1)" 1

a) a, = —s b) a, =1+ = ¢c) a, =4 — &

Przykiad 3 L O

Na rysunku obok przedstawiono wy- ; N T !

- g B [ e S e e e U S St =

kres ciagu a, = 1 + % Granica tego [ — ‘ : e

ciagu jest liezba 1. co zapisujemy: Rl i e Sl e e e e e s
g 1 i ; -
lim (1 -—) — | : : r
f—Dg + e O 1 : g X

Zauwazmy. ze dla dowolnej liczby = > () prawie wszystkie (wszystkie z wyjat-
kiem skonczoney iczbhv ) wyrazy tego clagn sa oddalone od 1 o mniej niz =, czvh



la, — 1| < &, co mozemy tez zapisaé¢: a, € (1 —e:1 + ) dla prawie wszyst-
kich n.

3.14. Granica ciagu

Definicja
Ciag (a,) ma granice rowna g. jesli dla kazdego £ > 0 istnieje liczba natu-
ralna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nierownosc:
la, —g| < =
Jesli ciag (a,) ma granice rowna g, to méwimy, ze jest zbiezny do g.

Przyktad 4 K SUE° S S

Granica clagu a, = (%}n jest liczba 0. | e

lim (3) cotoctedlcnte fuctort

Na przyklad dla £ = 'lI_u warunek (%)” — Dl < £ jest WEEES T :_:

spelniony, gdy n > 3. adla s = Ti"rtﬁﬁ* gdy n > 9. '?__1__:._ PG 1%
T

Cwiczenie 2
Dany jest ciag a, = 0,9". Sprawdz, dla jakich n spelniona jest nierownosé
la, — 0] < 55.

Twierdzenie

s Jeslig e (—1:1), to lim ¢" = 0.
TL==20

s Jedli a € (0;00), to lim a=1.

T—+0C

Korzysta¢ bedziemy rowniez z nastepujacych granic:
im 2 =0, lim2x=0 Ilim-—==0

1 ' PR P vn
Twierdzenie
Jedli k> 0, to lim —= = 0.
n—ag T

Cwiczenie 3
Granica ciagn a,, = ﬁ jest liczba (). Ktore wyrazy tego ciggu spelniaja waru-
nek |a, — 0| < £, gdy:

8) €= ‘1'1{]‘ b) € = &, C) €= 7o, d) £ = 1097
Przykiad 5

Ciag stalv a.a.a. ... ma granice rowna a. Na rv- ek B Siee B i eck

195 .



I G5

sunku obok przedstawiono wykres ciagn a,, =
Granica tego ciggu: lim £ = 2.

Tl

_.
Wl R

3. Ciagi

Przyktad 6

Cigg naprzemienny a, = (—1)" nie ma granicy.
By to stwierdzi¢, wystarczy przyvjac ¢ = % Nie
istnieje liczba g taka. by wyrazy o numerach pa-
rzystych (réwne 1) i wyrazy o numerach nieparzy-
stych (réwne —1) byly jednoczesnie odlegle od ¢

foi =

0 mniej niz

Twierdzenie

Ciag moze miec tylko jedna granice.

O| X
Y1
0 55

Zauwaz, ze jesli ciag (a,) ma granice rowna g, to liczba ta jest rowniez granica

kazdego jego podeiagn.

Jesli dwa podciagi ciagu (a,, ) maja rozne granice. to ciag (a,) nie ma granicy.

Przyktad 7
Rozpatrzmy ciag (a,, ) okreslony wzorem

{2 dla n nieparzystych
g, =

dla n parzystych

1
n

Podciag wyrazow tego ciagu o numerach nieparzystych ma granice rowna 2,
a podciag wyrazow o numerach parzystyveh ma granice rowna (). Zatem ciag

(@, ) nie ma granicy.

Cwiczenie 4
Czy ciag (a,) ma granice?

—  dla n nieparzystych { 1+ # dla n nieparzystych
)| Qp =

/2 dla n parzystych

1
) i = 1
1 — = dla n parzystych
Zadania
1. Naszkicuj wykres ciagu (a,). Czy ten ciag ma granice?
a) Ge=1+< ¢) an =sin2F
b) :1,1:4—-:: d) ﬂnz(—lj"-ﬂ%

2. Ktoére wyrazy ciagu a, = 2 spelniaja warunek |a, — 0| < &, gdy:
d) e =107%?

a) £ =5, b) £ = . ¢) €= 1=,

e) a,

£)

|
b | =
™
=

%
=

| b



8. Dla jakich n spelniona jest nieréwnosé |a, — g| < =
i) gy = ":',_ g=1, e= ﬁ b) a, =2 — fg g=2, e= mimu
3.14. Granica clagu
* L] L1 ] L ]
3.15. Ciagi rozbiezne
'i-’n
CRNENBRMES S REERENEE TEEER®L

Ciag, ktéry ma granice, nazywamy ciggiem zbieznym. O ciggu, ktéry nie ma
granicy, mowiny, ze jest rozbiezny. Przykladami ciagow rozbieznych sa ciggi
a, = (—1)" oraz b, = sinn (wykres powyzej). Wéréd ciggéw rozbieznych
wyrozniamy ciagi rozbiezne do —o< i ciagl rozbiezne do x.

Definicja
Ciag (a,) jest rozbiezny do oo, jesli dla kazdej liczby M istnieje liczba

naturalna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnosc a,, > M.

O ciagu rozbieznym do oo mowimy. ze ma granice niewlasSciwg oc. i piszemy:
lim a, = o0 lub a, — o0 przy n — o0.

n—a

Przykiad 1 il e b o

Ciag a, = n* jest rozbiezny do o0, co zapisujemy lim n? = oc. =
Ti— D

Prawie wszystkie (wszystkie z wyjatkiem skonczonej liczby)

wyrazy ciagu sa wieksze od dowolnie wybranej liczby M. Na

przyklad dla M = 100 wszystkie wyrazy, poczawszy od jede- L

nastego, speilniaja warunek a,, > M. s

CWiCEEﬂiE'I 0 I S5 0

Podaj. dla jakich n zachodzi nieréwnosé a, > M. Czy dla EdE

dowolnie wybranej liczby M mozna wskazac¢ takie n?

a) a, =n—10, M =100 ¢) a, = v/n, M =40 M

b) an = in, M =50 d) a,=2", M=1000 BIr1 %

Definicja

Cigg (a,) jest rozbiezny do —oc, jesli dla kazdej liczby M istnieje liczba
naturalna & taka, ze dla wszystkich n > & zachodzi nieréwnosé a,, < M.
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O cigagu rozbieznym do —oc méwimy, ze ma granice niewlasciwg —oo, i pi-
szemy: lim a, = —o0 lub a, — —oo przy n — oc.

n—od

B 198 3. Clagi

Cwiczenie 2 Y4

Na rysunku obok przedstawiono wykres ciggu !

a, = —/n. Jest to ciag rozbiezny do —oc. O 1 N
Ktore wyrazy tego ciagu spelniaja warunek: | T . ; .- N
a) a, < —10, ¢) a, < —1000, bl FHE T Y gL
b) a, < —500, d) a, < —100007? ' - : 5
Przykiad 2

Czy ciag a,, = (—1)" - n ma granice niewlasciwa?

Ciag (a, ) nie jest rozbiezny ani do —oc, ani do oo, gdyz jego podceiag wyrazow
o numerach parzystych jest rozbiezny do oo, a podciag wyrazéw o numerach
nieparzystych jest rozbiezny do —ox.

Twierdzenie
m Jesli ¢ > 1, to lim ¢" = oc. s Jedli k >0, to lim n* = .
TR b o

Cwiczenie 3
Czy ciag (a,) ma granice niewlasciwg?

—2" dla n nieparzystych 27" dla n nieparzystych
B il = - 3 By =

—n* dla n parzystych 2" dla n parzystych
Zadania

1. Sprawdz, czy ciag (a,) jest rozbiezny do —o¢ lub do oc.

a) Gn = —==n e) Gy = 3" ) a, = 0,17 g) ay = —n

b) a, = (—4)" d) a, = (—2)" f) a, = (0,(9))" h) a, =n*—100

2. Ktére wyrazy clagu (a,) naleza do przedzialu (M; oc)?

a) a, = zn%, M =200 ¢) a, =22, M =350
b, = %'ﬂ.ﬂ. M = 20000 d) a, =22, M =500

3. a) Dany jest ciag a, = ¢/n. Dla jakich n jest spelniony warunek a,, > 10,
a dla jakich warunek a,, > 1007
b) Dany jest ciag a, = n*+40n*—25n. Dla jakich n jest spelniony warunek
a, > 10007



*@ 4. Wykaz, korzystajac z definicji, ze clag arytmetyczny, w ktorym a; = —100
oraz r = 2, jest rozbiezny do .

2.15. Ciagi rozbiezne 1859 NN

*3.16. Obliczanie granic ciggow (1)

Przy obliczaniu granic ciagow bedziemy korzystac z ponizszego twierdzenia.

Jezeli lim a, = a, lim b, = b, gdzie a,b € R, to:
H—=00 fE—=0
= lim (¢ a, gdzie ¢ € R
TE—+0
®= lim(a,+b,) = lim a, + lun b,=a+b granica suny ciagéw
Ti i ri (! S e
i —F00 2

= lim (ﬁﬂ == bnj = lim e == I I’Jﬂ —a—~b granica voznicy clagaw

n—og Th—*00 Tt

= 111]1 ({1,, ; ﬂ} = lim ¢ S lim bﬂ =aq-b granica oczynu ciagow

n— T+ Ti—+0
11— 1')1.1- lim ’Jn h }
m—
gdy b#01b, #0 dlane N, granica ilorazu ciagdw
Przykiad 1
B s e N __ hn*43n-1
Oblicz granice ciagu a,, = *—3"—.

: Bn=+3n a 1 o L 3 - 1 :
lim +—, = lim (u-{-— ——2) =5+ lim -—lim ==5+0—-0=5
n—c n- =% i s T n—oe T
Cwiczenie 1
Oblicz granice ciagu (ay, ).

- —2n2 44 : - ﬁ'rl:i—-.l-ﬂ.z—l—'ﬂ _ {'n—I—l]I"Z
a) a, = =t b) a, = R c) @y = e
Przyktad 2
ST A - __ Antl
a) Oblicz granice ciagu a, = 5.
W pierwszym kroku licznik i mianownik dzielimy przez n:
p ! 1 ’
Fg 3041 _ 3*-;—[4 - ,&“?L(J""ﬁ) +lm 5 3.9 3
n—x An+2  plx 442 lim (4+2)  4+lim 2~ 4+0 4
7 —o I o
o N R __ Anf-p4l
b) Oblicz granice ciagu a, = Tl 0 4D
v
, frs of =1 o e .
2n?—n+1 . i o e | 2 Licznik 1 mianowmk ulamka
lim = 3 = = st
n—sac 214 2n42 N— 5._|__.._|__3,,. 5 podzielilisSmy przez n®,
i
O 0

Cwiczenie 2



Oblicz granice ciggu (a,).

\ +3 1—4n 6—8n
) @n 10m—6 ) an 2n—"5 ) 4—3n
B 200 3. Ciagi
Cwiczenie 3
Oblicz granice ciagu (a,).
—-8n2—3n+1 Ind—n242 1-4n—Tn3
N [ - b) a, = ——— ) a, = ———————
) an 20 —n—3 ) n An3—3n+3 ¢) an 2n3-44
Przykiad 3
g B M _ (420 {n4-3)
Oblicz granice ciagu a, = TP T
Z kazdego czynnika wylaczamy n przed nawias. 0 0
P S
2l .2 a 2 3
lim a1 ol I lim e (HLH)(IJF"T = lim E)(lJrF) =1
nx (2n+1)(3n-1)  aoe n?(2+4 (3_;5- e (z+-r'3](:s~-r1;) 6
\4‘{} \‘H

Cwiczenie 4
Oblicz granice ciagu (a,,).

; __ [(6n—1)[2n+1) i _ (2n+1)3
d.) iy = {'”+2H4ﬂ—1] L) (i, = —{';14—2}3
: - (2n+T7)(445n) . f'u—f-—]_'}"i
].}:l Oy = (3n+5)(4—3n) d} An = (n+2)4
Przykiad 4 ;

s 1 + Lt i+
Qi -:}1—1-1&: Ind4 4

_ (n?=2)(2n+1)

(Grn—4)(ns41)
__ (3-2n%)(n—6)

(2n—5)3

Licznik ulamka jest suung n wyrazow ciagu arytmetyeznego, zatem:

| A B T —%_L = lim L lim —m+’_1‘ =20
n—x  3n3+4 n—oc 30344 plx 60348 e 64 G
. Y
Cwiczenie 5
Oblicz granice.
? 14243+, . .41 o 244464420 ‘ 4-+4+-84+12+4...44n
a) lim : b) lim . c) lim
} L% Tf.—?.-ﬂ'a } =+ l_l_.”__|_-“.3 ) Fa— G £+3+5+”+{2”—1}
Przykiad 5
= = 4]’1 _2
Oblicz lim L a
n—aC ¢ 21,.—"
! n_o y 1 =y 1 Diziali y Biowmsrile: | s o
llln = ilm i =] Ay NeENnLK 1 mianowinl
n—x 34" pox 3 3 ulamka przez 4",
Cwiczenie 6
Oblicz granice ciagu (a,, ).
\ 2n4-1 \ 3746 \ gn L gn
iy Fa | ——— Fal Fa —— 5 il A




an e A L (| A 4n_3.7n

IJ..I ek S

Pl o _|_:3r| qn__gn
]}:l ly, = m (]-} gy = an_an f:] On = 4n 45 . 8n

3.16. Obliczanie granic ciagéw (1) 201

Przy wyznaczaniu niektoryeh granic mozna skorzystac z ponizszego twierdze-
nia.

Twierdzenie o trzech ciagach

Jesli wyrazy ciagéw (ay), (b,) i (¢,) spelniaja nieréwnosc a,, < b, < ¢, dla

wszystkich (lub prawie wszystkich) n € N, oraz lim a, = lim ¢, = g, to
e T

lim b, = g.

f1—o0

Przykiad 6
Oblicz granice ciagu a,, = 107 4 7.

Zauwazmy, ze dla n € N prawdziwe sa nierownosci:
V10" < /107 4+ 77 < ¥10m + 107 = 2. 107
lim ¥/10" = lim 10 = 10 oraz lim ¥/2-10" = lim ¥/2-10=1-10= 10.

I =50 n—-l0 Tl == i
Zatem na podstawie twierdzenia o trzech eiagach: lim /10" + 77 = 10.
=

Cwiczenie 7

Oblicz granice.

a) lim /67 4 8» ¢) lim ¢/3-2n +4.77 e) lim V74 sinn
=X n—x

Fi—= 0

b) lim /4r — 27 d) lim /27 4 3n 4 4n f) lim ¥/3:4" —cosn
T

n—x A=

Wskazowka. W podpunkeie b) zauwaz, ze /4" — 27 =4 {/1 — 27,

Zadania

1. Oblicz granice ciagnu (a,,).

1 a 2 3 ) i
[ H — ¥ ._r =g T L B o y e
8 = 5N+ L') - 6n=+n Ia f—.‘.} - Jrr1f1n -:.En 1
2n4-4 ' l4n4+3n< —6nd+dn2 41
In?—-12 10072 +1 8n®46nb—an
I = —— d = — o — -
)ty InP 43 ) an ni4-3n ) ax nP4+nl —nd
2. Obliez granice ciagu (a,).
L A\ 2 L Rl 3.2
}1:] 4, = (rw?}o ¢) @, = (e +1}{Gq 4n=) ﬂ} iy = 2n’—n |+2n+1
(2n—1)2 (n—=1)(n3+1) (n+1)(n2—n+1)
2n+3)* (n—1)(3n+1)2 : (r+1)2(2n-1)2
I Gl b d) a, = : 2 e —
) (n+3)3 ) n (3n—1)(n24+4) ) an (n4-2)4



3. Obliez granice ciagu (a,, ).

) . - AL L r 4746 .9 , B 3 .ﬁ"+.;[f*+l
d-:l iy = 5h_on h:] Qy = W {':I n = GR+2_9 . 4n
E 202 3. Ciagi
4. Oblicz granice ciagu (a, ).
1+2434+. . .+2n 1000
B = : i) g, =
) B n241 ) Gn 1434547+, . .+(2n+1)
4n?-3n+1 2444-6+. ..+ {2n+2)
b)) ay = =
J) tn 14+243+...+n E] Un n?+2n+45
142484 v it nt(n+1) 1-243—4+. . i+ (2n—1)—2n
g g = £ au =
35 e e e e e n-4
5. Korzystajac z podanej obok informacji, oblicz
granice. lim {/n=1
T
a) lim v¥3n b) lim V5n?
T2 i—3
6. Oblicz granicg ciagu (a,,).
- - 00 sin |
a) a; = ¥6:5"+7-37 ¢) a, = {fdn + 2 @) Gy = i L
n ﬁ
! T — Pl s E'Eﬂf:i-'ﬂ"j
h) a, = gn — 3n f” Qn = \/[lﬂ. + (—l}” f:l ln = m
7. Niech: Sy =11, Sa=31-3+1-2, Sy=3-32+3-2+3-% iogdie:
SO0, S e 1.2 Oblics 1
S” n o mn O T+ n o on &5 * T Oblicz ?]Jlili S”'
]J ]' L ]_“'....... i e 1 B o
"—1— o
O % 1 O 1 O i @ i

Na rysunkach przedstawiono interpretacje geometryvezna sum Sz, Ss, Sig 1 Sap.

"2

B Mook B, =4 (1) 42 (B4 L (BY 4. +3-E)

n i ! T T T ki fi

Oblicz lim S,,. korzystajac z tego, ze:

E—+2C

12 +22+3?_|_ -”""”? = nl:n+|2’,‘.!ﬂ-l—l}

E L3 3 a

7 /]




| Ll

O

| | D | | g | S N B | 1, | _ G RN RSE
1 O 1 O 1 O 1

Na rysunkach przedstawiono interpretacje geometryczna sum S, Sy, Ss i Sis.

3.18. Obliczanie granic ciagdw (1) 203 ==

*3.17. Obliczanie granic ciagow (2)

Dla ciagéw majacych granice niewlasciwg oo zachodzg ponizsze wlasnosci.
Analogiczne wlasnosci zachodza dla ciagéow majacych granice —oc.

® Jesli ima, =i limb, = oc, to lim (a, +b,) = oc.
i e T L e R T
= Jedli lim a, = oo i lim b, = b, to lim (a, + b,) = cc.
o0 Fi—*30 n—oe
® Jesli ima, =occi lm b, = o0, to lim (a, - b,) = .
o e T —+00 Fi—2C
s Jesli lima, =o0ci limb, =b>0, to lim(a, -b,) = oc.
Fi—+0G Ti—0C Nn—00
m Jedli lima, = o0 i ]_1111 b, =b <0, to lim(a, -b,) = —.
T30 = D0
Cwiczenie 1
[le jest rowna granica lim (a, - b, ), jesli:
—D
a) lima, =201 lim b, = —o0, b) lim a, = —o¢ i lim b, = —o0?
n—0C =0 =0 =0
Przykiad 1
Oblicz granice ciagu a,, = n* — 100n? — 5n. " A .0
ol i i
; : g o 100 5
lim (n! — 1000 — 5n) = lim n* (] - —-=)=x
TE—+2C T— T 'l

Cwiczenie 2
Oblicz granice.
a) lim (6n” —2n* —2022) b) lim(=Tn"'+10n°+3) «¢) llm (n—n')-2"

Fl=*% Ti=—t =
Jesli ciag (b,) o wvra,?:acl'l niezerowych ma granice b 7-5 0 oraz:
s lim a, =00, to lim =2 = oo, gdy b > 0, oraz lim =2 = —o0, gdy b < 0,
s L bﬂ 1140 &
® lim @, = —oc. to lim 22 = —o0, gdy b > 0. oraz hm . — o0, gdy b < 0.
ri—c n—ac O n—x bn :
Przyktad 2

3nd 241
D2 0
w2G 41 40 Po podzielemin licenika | mianownika

Obliez granice ciagn a,, =



# F - - b
. [ | rzez 0 olrzvmujemy ulamek.
3n“—2n+1 In — &y I : jerm:

lim 215 = lim s L~ =oC kitdrego licanik jest rozbiediny do oc.
il ' ek a mianownik ma granice rowna 2
N
204 3. Ciagi
Cwiczenie 3
Oblicz granice.
; 2nt—n242 ns—2n?+1 44-5n-—
a) lim ———— b) lim —— : 11 v
} n—iso 3nd46 } n—sxe OB+n—n? {} e Bn?—0, 5;?
Twierdzenie
Jesli lim a,, = a, gdzie a € R, oraz lim b, = oo (lub lim b, = —2¢),
H—0 T T
gdzie b, # 0 dlan € N, to lim =% = 0.
TE—+00 b"
Przyktad 3
Oblicz granice ciagu a, = —2—in
" BEABNTES Po podzicleniu licznika i mianownika
.-” g - s ) o
2 1On? —dn ¥ 1D—F o preez f.: .=!1.r:l_x_uiia,]4 I.ll_‘-. 1!’“1mr.r| :
111 ) 3 6n2i5 1711 !+'E>—+*F == kiorego licznik ma granice rowna 10,
L Wi ne a mianownik jest rozbieiny do .
-qx.' "*[1
Cwiczenie 4
Oblicz granice.
100n+8 B) 1 20n~+6n A ge. 12n%-1
ﬂ") r}l_ s~ 1245n J} f%l—]-i 6nt+n (') r!l—l-lilc n2—nd

W nastepnym przykladzie wyznaczany jest lim (a,,-b,). gdy lim a, = oc oraz
= M=
lim b, = 0.

TE—
Przykiad 4
Oblicz lim (a,, - b,).
0
5 1 e 0 g 1 - 2
a) By =% by == lim(ay, - b,) = lim (n”+ =) = lim n® = oc
i n—o0 H—nC T fl—+20
3 1 * - 3 1 * - 1
b) a,=n% b, = — lim(a,-b,) =1lim |n" - — | =lim = =0
n—x Th—s L m—ac T
I'; 2 . - _:-! E "
¢) ap=n>, b, ==, lim(a, +b,) =1m {n” =) =1lim2=2
il Fl =% Pl =% n: Tlomeing
, (~1)" o [ . .
d) as;=n, b= ——. granica ciagu (@, + b,) nie istnieje (uzasadnij).

Zwroécmy uwage na to, ze gdy lim a, = oc i lim b, = 0, granica ciagu (a,, - b,)
rE—O0 Ti—-l

moze nie istnie¢, natomiast gdy istnieje, nie mozemy podac jej wartosci bez

E'?FFJI'J[F‘J:\]H‘I]FD:I 51'15[];'?11' I':I".'I'I\EIEF.E"‘I 'I""l'l"'EF‘U'L'I’ﬂi"-l'I‘I



et e st et |

LR I . - . £ 4 & E i ) L
LARLLLLE 1:' +L% E_‘u 1 -J_'F' e

Mowimy wowezas, ze mamy do czynienia z symbolem nieoznaczonym [>o - 0]

Inne symbole nieoznaczone to miedzy innymi: [oo — 0o). [ﬂ oray [9}

Twierdzenie

Jesli lim a, = oo, gdzie a, =

f—C

Przykilad 5

Oblicz lim (vn

—0

Mamy tu do czynienia z symbolem nieoznaczonym typu [oc —

49— +/n4+4).

= 0dlan e N,, to lim

Ti—=2C

)

3.17. Obliczanie granic ciggdw (2)

oo|. Granice

obliczamy, mnozac i dzielac roznice pierwiastkow przez ich sume.

(Vin+9—+n+4 -1]{-,;’:11—}-‘_} + w.,.fn-]--ll]

fe(imorl—vinera)= o SR
(n+4+8)—(n+4) 5 !
. )
!l_l.liyf’ +94Vn+4 r!l—llg,uﬂ-l.lfk-.,e’?wr--i L
Cwiczenie 5
Oblicz granice ciagu (a,).
a) ap,=vn+2—vn+1 d) a,=n—+vn?—n
b) a,=v4n—1—+v/3n+5 E’!) a, = vVen:+4—+vn?2+5
c) a, = vidn* 4+ n—2n a, = von?+n—vbn?—n
Zadania
1. Oblicz granice ciagu (a,).
a) a, =n*—10n ¢) a, =n"—2n+1 e) a, =—n*(6n—n®)
b) a, =n*—n?® d) a, = 100n* — 0.1n? f) a, =n(l—n)(2—n?)
2. Oblicz granice ciagu (a,).
_ 20?41 , _ n'42n-5 ; __ (2n+3)(3n-1)2
ﬂ) = n—=8 {U Un = n2—-n43 E} Un = (n=1)(1-n)
_ n—1 __ 3n—n?4nt _ (2-n)%(4+n)
b) i = 2—n? €) O = G4+n2—6n h) an = (24n)2(6+n)
‘ _ —n'4100 __ 2nt-n*—1 : _ (2n*-1)(1-5n%)
) eh=——"m— L =" ) e = s aen)
3. Oblicz granice ciagu (a,).
i) =B —3F 2" ¢) Gn=2"4+4-T"—0" ¢) a,=4"—06-2"—-100
h) T E— ‘,_ln + ﬁ” = 5:’1 (l) o = t}n _|_ 8” Fn f} a, = :j'n + 4:; ) 1271

200



4. Oblicz granice ciagu (a,).

4m 1 4—gn

H‘) lfI';” = 2ﬂ+ﬁ 1}} n']'l = u'_l:n—ﬁ {") Hﬂ- 2” +2
B 206 3. Ciagi
5. Oblicz granice ciagu (a, ).
) __ yn—mn : . Vni41 X _ni-yn o 2n—/n2
a) a, = e b @y = W e} G = U d) g, = o
6. Oblicz lim a,.
ﬁ dla n < 500 d lf’;: dla n < 1000
E"} Ay = fn2 1 U] Iy = 3 .
== dla n > 500 5 'Iﬁ dla n > 1000
5—n? dlan<100 [ S dla n < 1000
b)a,=9 52, d) an =1 4
2L dlan > 100 | &= dla n > 1000

7. Oblicz granice.

a) lim (V3n+2—VBn+1)  d) lim (VeZ+2- V202 +3)
b) lim (VIn—3—v2n+10) ) lim (V207 +1—Va?+3)
c) lim ('v‘/'n2 +2n—1- n) f) lim (\fin'l —n—v2n2+3n+ 4)

oy )
* 8 Oblicz lim Bintont.vn
n—o \/"1'”44‘?%4—]

* 9. Dla jakich wartosci parametru k ciag (a, ) jest rozbiezny do oc?
- i e
kn ' h:} = (& L)n n— 100
lk—2In+ 3 ken

a} ﬂ.” =

*10. Wyznacz granice ciagu (a,) w zaleznosei od parametru p.

(p+2In2 4 (p+ 1)n lJ:] Pl (4p? — 9)n3 — pn?
2 —4n?+6 & 12p — 3In2 4+ n

8) Gn =
Twierdzenie
L B o

® Jesh a, € b, dla kazdego n € Ny i1 lim a, = oc, to lim b, = oc.
Ti— oG
<

b, dla kazdego n € N, i lim b, = —o¢, to lim a, = —oc.

=0 FL—+20

w Jodli a,

@ 11. Korzystajac z powyzszego twierdzenia. uzasadnij. ze:

a) lim(n + cosn) = oo, ¢) lim(n? —sin2n) = o0,
FE—0 o

b) lim (2/n + sinn?) = oo, d) lim (tg2F — 2n) = —cc.
n—ad FL—+30 K

@*12. Niech a,, bedzie sumag odwrotnosei liczb naturalnych od 1 do 27, czyli:



g =143 Gm=l+z+3+ Ga=ltgt+g+gtzgtgtsta -~

Uzasadnij. ze lim a, = oc.
n—C

3.17. Obliczanie granic ciggow (2) 207 .

*3.18. Szereg geometryczny

Przyktad 1
Rozpatrzmy ciag geometryczny o wyrazach 2 | —
poczatkowych: 2, 1, 3, 3, %, 35,... lloraz | : : ?IT“ o
tego clagu g = % wiec suma jego n poczat-  Suma pol wszystkich kwadratow
kowych wyrazow dana jest wzorem: jest réwna 4.
. i Rl
5,= 2280 _ a3

Czy mozna obliczy¢ sume S =2+1+1 4 % + % + ﬁ + ... wszystkich wyrazow
|

* ¥ . . T ' ri
tego ciagu? Poniewaz S, — 4 przy n — oc (gdyz (;) — () przy n — oc),

przyjmujemy, ze suma S = 4.

Definicja
Wyrazenie a, +a,g+a,¢* +a,¢* +... nazywamy szeregiem geometrycznym
o wyrazach: a,, ayq, a,q*. a;q”. ... i ilorazie g.

' hazywamy n-ta sumg czeSciows tego

Sume S, = a1 +ag+a1qg°+...+a,q"
szeregu. I tak:
S'[ =11, S'_:r = +H.|f_?.. Sr;i = 1 +H-|f_? -+ ﬂ-Iq?.---

Jesli istnieje granica wlasciwa S = lim 5,,, to granice te nazywamy suma
B
" w - - "y o |
szeregu, szereg nazywamy zbieznym i piszemy: S = a; + a9 +a,q° + ...

W przeciwnym wypadku szereg nazywamy rozbieznym.

Przykiad 2
r T l W i . o : -+ e " . T a e ¥ I 'I 1
Wyznacz n-ta sume czeSciowa szeregu geometrycznego 12 +4+ 2 + 5 + ...,
a nastepnie oblicz sume tego szeregn.
Pierwszy wyraz szereg = 12, a jego iloraz ¢ = L. Zatem n-ta suma cze-
Ierwszy wyraz szeregu a , a jego iloraz ¢ = 5. Zatem n-ta suma czg
Sciowa wyraza sie wzoren:
‘ '5. . 12(1_{‘:‘[}'J“) _18(1—(i)”)
Lok 7 l_é_ - a
Obliczamy sume szeregu:
— T L R s 2, W
S=1lmS,; = imi 18(1 (_.,:) ) = 18

[ T8

Cwiczenie 1

Wyvrnaer neta enme cveccionwa areresil ceommetrvesnecn a nastenmie aohlicos
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sume tego szeregul,

5) L3t Bd... B l—3+5—a+

B 208 3. Clagi

Twierdzenie
Szereg geometryczny o ilorazie ¢ € (—1; 1) jest zbiezny. Jezeli a, jest pierw-
SZYIN WyTazem szeregil, to suma szeregu wyraza sie wzorem:

Qe R
1-q

Dowdéd. Dla |g| < 1 mamy lim ¢" = 0. Zatem:

ﬂ[{l—q”] __ I

S = lim S, = lim
Ti—0

n—sa 1-q l—gq
Przykiad 3
Oblicz sumg szeregu geometrycznego 3 + £ + 2= + 5= + ...
Mamy ay =3, ¢ = % € (—1:1), zatem suma S = L = =18 =33,

Cwiczenie 2
Danyeh jest nieskoriczenie wiele odeinkdw. Pilerwszy z nich ma dlugosé %
a kazdy nastepny jest 2 razy krotszy od poprzedniego. Ile jest rowna suma

dhugosci wszystkich tych odeinkéw? 1

X L

2. 1
2 _ i 5 16

Cwiczenie 3
Oblicz sume szeregu geometryeznego a; +a g +a,q*> + ...
a) a; = 100, g = 0.9 b) ay =12, ¢=3 ¢) a; =2— 2, ¢= EE

Przyktad 4
Zamien ulamek okresowy na ulamek zwykly.

a) 0,(61)=0,616161... = 0,61 + 0,0061 + 0,000061 + ... =

61
61 61 61 g _ 61
_1m:-+mn‘3+1m}3+‘”_1_ﬁlﬁ_99

b) 0.,5(027) = 0,5027027027... =
= 0.5 + 0,0027 + 0,0000027 + 0.0000000027 + ... =

o7

—NE woon 1 2r _ 1 1 93

= e, = s T o000 — 3 Va0~ 1
LR}

o IR e |



R ey YR ¥

Zamien ulamek okresowy na ulamek zwyvkly.
a) 0.7777... b) 0.343434... ¢) 0,1121212... d) 0.0123123123...
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@ Przykiad 5

Uzasadnij, ze szereg geometryczny 1 + % -+ E] + 2L 4 ... jest rozbiezny.

lloraz szeregu g = 2. Wyznaczamy n-ta sume czedciowa:

_1=(3)

a
1—3

R
" |
|
|
I

Sp=1+4+53+3+...+(3 -2+2-(2)"

Badamy granice: .
fn 5, = lim (=2+2- (3)") =0
Zatem szereg jest rozbiezny do oc.
Twierdzenie
Szereg geometryczny o pierwszym wyrazie a; # 0 i ilorazie g jest:

= zbiezny, gdy |q| < 1, = rozbiezny, gdy |g| = 1.

Uwaga. Jesli a; = 0, to szereg ma postac 0404+04... Jego suma jest réwna 0.

Cwiczenie 5
Dla jakich wartosci x szereg geometryeczny jest zbiezny?

o+ 2% + 427 = ; EL S N
a) o+ 2x° +4x” + 8z + ... c) % gl e e
— oy op? 8 1 1 1
B L =@ wai@lhun d) 1+1+m‘!+{i+ﬂ"2}2+{1+:¢?3)3+'“
Przyktad 6
Rozwiaz réwnanie: 4 +4(x — 1)+ 4(x — 1)* + ... =z + 3.

Lewa strona rownania jest szeregiem geomefrycznyim o plerwszyim wyrazie
rownym 4 i ilorazie ¢ = & — 1. Szereg ten jest zbiezmy, gdy |z — 1| < 1,
czyli dla o € (0;2). Korzystamy ze wzoru na sume szeregu geometrycznego

i otrzymujemy: 4
m=;17+5 /'{2—;{7)

d=—a*—x+6
313+;{‘—2=(]
rp=—-2lttbha=1

—2 & (0: 2), zatem rozwiazaniem réwnania jest liczba 1.

Cwiczenie 6
Rozwiaz réwnanie, ktorego lewa strona jest suma wszystkich wyrazow nie-



skoliczonego ciggu geometrycznego.
. . 1 I, &0 1
a) x—x*+at—a'+...=2r—1 b) 1+ sa+ E;L“} + E:r‘l +...=1+

o
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Zadania

1. Sprawdz, czy szereg geometryezny jest zbiezny. Jesli jest, oblicz jego sume.

a) 10+9+5+ 32 +... d)ﬁ+1+:§ﬁ+§+...
b) —125-25—5—1—... e) T+E+5 4.
¢) 2—4+8—16+... f) Tt ek B s

2. Sprawdz, czy szereg geometryczny o pierwszyim wyrazie a; i ilorazie g jest
zbiezny. Jesli jest, oblicz jego sume.

a) ai=v2-1,g=v2+1 b)ar=v2+1,g=v2-1

3. Uzupelnij brakujaca informacje dotyezaca szeregn geometryeznego zbiez-
nego o pierwszym wyrazie a,, ilorazie ¢ i sumie S.
a) a;=tgZ, ¢q=1-v3, 8= ¢) ay=[, ¢=, 5=100

b) @; = —%‘ g=[%] §= —% d) ay = —2v2, g=[7], § = —-3/2
4. Zamien ulamek okresowy na ulamek zwykly.

a) 0,(1) ¢) 0.0(2) e) 0,(60) g) —5,(45)

b) 0,(9) d) 1,3(6) f) 1.8(81) h) —1,(1001)

5. Suma pierwszych trzech wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego
jest rowna 50, a suma wszystkich jego wyrazow jest réwna 64. Oblicz
cztery poczatkowe wyrazy tego ciagu.

6. Suma wszystkich wyrazéw nieskoriczonego clagu geometrycznego jest row-

.1 & # * L # . +
=. a iloczyn trzech poczatkowych jego wyrazow jest réwny —1. Oblicz
pierwszy wyraz 1 iloraz tego ciggu.

11

7. a) Suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciagu geometrycznego jest
rowna 9, a suma jego wyrazow o numerach parzystych jest rowna ‘—; Oblicz
pierwszy wyraz 1 iloraz tego ciagu.

b) Suma wszystkich wyrazow nieskonczonego ciagu geometryeznego jest
rowna G, a suma jego wyrazow o numerach nieparzystych jest rowna 12.
Oblicz pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu.

8. a) Suma wszystkich wyrazdéw nieskoriczonego ciagu geometrycznego o ilo-
J+ :_.._-J ‘.l- "l. 'y 'rfr.J‘.“ ..l 3 r-|. +L1. X +‘ I‘.“‘l.Il
razie L | pierwszym wyrazie réznym od zera jest dwukrotnie mniejsza
od sumy kwadratéw jego wyrazow. Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu.



D) duma wWsZystKich wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego jest
rowna 20. a suma kwadratow jego wyrazow jest rowna 240. Oblicz pierwszy
wyraz i iloraz tego ciagu.
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9. Dla jakich wartosci o szereg geometrycezny jest zbiezny?

; o . Y2 1 1 1
a) 14+ 2x—-3)+(2e—3)*+... b) bt e e + ...

10. Rozwiaz rownanie, ktérego lewa strona jest suma wszystkich wyrazow nie-
skoniczonego ciagu geometrycznego.
a)r+1+(z+1)0"+(z+ 1) +... =827 —1

1 1 | -, e
b) =t T + Goa) +...=ax"4+x+1

11. Wyznacz dziedzing funkeji f 1 naszkicuj je] wykres.

a) fle)=oc+2>+a%+. .. ¢) flz)=1+2>45+...
b) flz)=—a+2%2—a%4... d) fla)=—-1+2-%+...

12. Wyznacz dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.

r—2 r—2
e ﬂ. - r—4 #
b) fla)=-1+E% - (2] +

13. Spirala (rysunek obok) sklada sie z pol-
i: 3

okregéw o promieniach 2, 1, 5, 5. ...

a) Oblicz dlugosé spirali.

b) Wyznacz wspolrzedne takiego punk-
tu P, ze spirala przecina kazdy z odcinkow
OF i PA w nieskonezenie wielu punktach.

Rozpatruje sie rowniez szeregi inne niz geometryczne. Na przyklad szereg
odwrotnosei liczb naturalnych zwany szeregiem harmonicznym:

1 1 1 1

IS Tl s et e e

2 3 4 3

jest rozbiezny do oo, podezas gdy szereg harmoniczny rzedu 2:
1 1 1 1
1+'E—:j'+'3?+a§'+5—2+---

= = = " ; W a 2 g i g # _:"E_:
jest zbiezny i jego suma jest rowna =

14. Na rysunku obok przedstawiono poczat-
kowe fragmenty spiral. Spirala S; skla-
dajaca si¢ z odcinkéw o dlugodei 1, 3,

P

=]

=




34
dhugosé spirali S, skladajacej sie z odcin-
kow o dlugosei 1, 0.9. 0,92, 0,93, ... | 5 S

.. IIa nieskonczong diugosc. Oblicz

I 212 3. Ciagi

3.19. Zagadnienia uzupetniajace

M Ciagi ograniczone

Ciag (a,) nazywamy ograniczonym z gory, jesli istnieje liczba M taka,
ze a, < M dla kazdegon € N.

Przykiad 1 2
Rozpatrzmy ciag a,, = 20n —n*. Poczatkowe wyrazy :E _' "
tego ciagu (wykres obok) to: 19, 36, 51, 64, 75, ... Czy B0 [ttt b
cigg ten moze przyjmowacé dowolnie duze wartosci? gl e
Korzystamy ze wzoru na wspolrzedne wierzcholka jm
paraboli bedacej wykresem funkeji f(z) = 20z — 2 ;3
1 otrzymujemy y,, = 100. Ramiona paraboli sa skie- 10 ‘

rowane w dol, zatem a, < 100 dla kazdego n € N.,. ol R
Ciag (a,) jest ograniczony z gory przez liczbe 100. O] 123 45X

Zauwaz, ze w delinicji nie wymagamy wskazania najmniejszej liczby ogra-
niczajacej dany ciag z gory. W przykladzie ciag (a,, ) jest ograniczony z gory
rowniez przez liczby: 105, 110, 200 itp.

1. Wymien kilka liczb ograniczajacych clag (a, ) z gory.
a) a, = 10n — n* b) a, = 100n — 2n° ¢) a, = —n®+ 14n — 40

2. Podaj definicje ciagu ograniczonego z dolu.
3. Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,). Czy cigg ten jest ograni-

czony z dolu? Czy jest ograniczony z gory?

; 1
a) a, =2n* — 10 b = — 4 c) @, = ncosnmw
Tl

Definicja
Ciag (a,) nazywamy ciagiem ograniczonym, jesli jest jednoczesnie ograni-

czony z dolu i z gory. czyli istnieja liczby m 1 M takie, ze m < a,, < M
dla kazdego n € N_..




@ 4. Wykaz, ze ciag (a,) jest ograniczony.

1000 + S00

i 10 _ & e i) - 5
a) a, = Hsinn + — b) ap = e + 2 cosn ¢) a, = — + 5

T
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@ 5. Uzasadnij, ze ciag rosnacy jest ograniczony z dolu, a ciag malejacy — ogra-
niczony z gory.

Jesli clag rosnacy jest ograniczony z gory, to ciag ten ma granice. Podobnie
ciag malejacy ograniczony z dolu. Twierdzenie to zwykle formuluje sie
krotko:

Ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

' Il Lk * T s s .
Mozna wykazac, ze ciag a, = (1 + ;';) jest rosnacy 1 ograniczony, zatem
jest zbiezny. Jego granice oznaczamy literg e. Jest to liczba niewymierna.

je] przyblizona wartosc jest rowna 2,718281828.

Mozna tez udowodnic, ze liczba e jest suna szeregu:
1 - 1 1 1 |
1+IT+§I+?£E+ET+ET+EI+'“

) (ARINIH

T 1 450 R L
a) Oblicz (1 -+ E) : (1 + TEE) (1 + T
b) Oblicz przyblizona wartosc¢ liczby e z dokladnoscia do piatego miejsca
po przecinku, przyjmujac, ze;

£ag]
fo)

s 1 1 1 1 1 1

.t u

M Indukcja matematyczna

O prawdziwosci twierdzenia dotyczacego liczb naturalnych nie mozemy
whnioskowad na podstawie sprawdzenia pewnej (nawet bardzo duzej) liczby
przyvkladow, Twierdzen dotyczacych liezb naturalnyeh dowodzimy, korzy-
stajac z twierdzenia zwanego indukcja matematyczna.

Zasada indukcji matematycznej
Jezeli wlasnosé dotycezaca liczb naturalnych spelnia warunki:

1. jest prawdziwa dla n =1,
2. dla kazdej liczby naturalnej & > 1 zachodzi wynikanie: jesli wlas-
nosc jest prawdziwa dla liczby k. to jest prawdziwa dla liczhy & +1.

to wlasnosé jest prawdziwa dla wszystkich liczb naturalnyeh n = 1.




Warunek 1. nazywamy krokiem poczatkowym, warunek 2. nazywamy kro-
kiem indukeyjnyim.

3. Ciagi

@ Przykiad 2
Stosujac zasade indukeji matematyeznej, udowodnij, ze suma n poczatko-
wych liczb nieparzystych wyraza sie wzorem:
14+34+5+...+(2n—1)=n"
Dowdd indukeyjny
1. Sprawdzamy prawdziwos¢ wzoru dla n = 1:
lewa strona L = 1, prawa strona P = 1%, zatem wzor jest prawdziwy.
2. Zakladamy. ze wzor jest prawdziwy dla liczby naturalnej k& > 1 (zalo-
zenie to nazywaimy zatozeniem indukeyjnym), czyli:
1+3+5+...+(2k—1) =k"
Korzystajac z tego zalozenia, wykazemy, ze wzor jest prawdziwy dla
liczby & + 1:

11-1-3+53+...+{2£:~ lJJ-f- (2(k+1)—=1)=k*+ (2k+1) = (k + 1)*
ke

Sprawdzilismy, ze wzor jest prawdziwy dla n = 1, a nastepnie wykazalismy,
ze 7 prawdziwosei wzoru dla dowolnej liczby naturalnej & > 1 wynika jego
prawdziwosd dla k+1. Zatem na podstawie zasady indukeji matematycznej
wnioskujemy, ze wzor jest prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej n = 1.

| I |
| |
i I
" e f g | i |
4 . ’ y S y - s J 4 } / } .

Dobra ilustracja zasady indukeji matematycznej jest domino. Kiedy mamy
L * " 4 u i ¥ ¥ ® u i
pewnosc, ze wszystkie kamienie sie przewroca? Przy spelnieniu dwdch wa-

runkow:

1. musi sie przewrdcié pierwszy kamien,

2. przewrdcenie ktoregokolwiek kamienia (A-tego) pociaga za soba prze-
wrocenie nastepnego ((k + 1)-szego).

@ 7. Stosujac zasade indukeji matematyeznej. ndowodnij, ze dla kazdej liczby
naturalnej n =2 1 zachodzi ponizsza réwnosc.

P o T e AT 1o — tntlin A 1Tl ey Bl an A
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b) 124 2% + ... + n? = 2EtOntD e) sr+g+mt...tam=1—3
¢) 345+...+(2n+1)=n(n+2) ) P+2%+...+n'=n*(n+1)*
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D]  Przykiad 3

Stosujac zasade indukeji matematyceznej, udowodnij, ze dla kazdej liczby

naturalnej n liczba 4™ + 5 jest podzielna przez 3.

Dowod indukeyjny

1. Sprawdzamy prawdziwosé¢ twierdzenia dla n = 0: 4" + 5 = 6 oraz 3|6,
zatem twierdzenie jest prawdziwe.

2. Zakladamy, ze dla liczby naturalnej k, liczba 4% 4+ 5 jest podzielna
przez 3. Pokazemy. ze wtedy liczba 4**! 4+ 5 jest podzielna przez 3.
7 zalozenia. ze liczba 4% + 5 jest podzielna przez 3, wynika istnienie
liczby calkowitej a takiej, ze 4% + 5 = 3a.
Stad 4% = 3a — 5, ezyli:

4 L5 — 4k .44 5= (3a—5) 445=120— 15=3(4a —5)

Zatem liczba 4*1 4+ 5 jest réwniez podzielna przez 3.

Na podstawie zasady indukeji matematyczne] wnioskujemy. ze dla dowol-

nej liczby naturalnej n liczba 4" + 5 jest podzielna przez 3.

El 8. Stosujac zasade indukeji matematycznej, udowodnij, ze:

a) 6|n° — n, e) 12/10" —4 dla n = 2,
b) 3|n* + 2n, f) 9|4 + 15n — 1,
c) 6ln* + 11n. g) 97" +3n—1,

*d) 30n” — n, h) 6{10™ 4- 4™ — 2.

@ 9. Stosujgce zasade indukeji matematyceznej. udowodnij, ze
suma katow wewnetrznych n-kata wypuklego jest réwna
(n—2) - 180°,

EI 10. Udowodnij twierdzenie, stosujac zasade indukeji matematyczne].

a) Kazdy n-kat wypukly ma =5 przekatnych.

¥ stych dzieli plaszezyvz a co najwyzej 2" czesci.
b) n prostych dzieli plaszezyzne na co najwyzej 2" czesci

[El 11. Odgadnij wzor ogélny ciagu (a,, ). Postawiona hipoteze ndowodnij, stosujac
zasade indukeji matematycznej.

ad; =1 gy =1
a ¢)
Qnpr =an+2, n 21 Anet =0 +2n+1, n=1



: | —
a1 = 3 a, = 1
b) = | d)
Qny1 = .‘:Eﬂ-n_. nzl1 Gn4l =ty —

aen B2 1
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v
Zestawy powtorzeniowe
M Zestaw |
1. Oblicz ay — bs.
a) a, = #, b, = [=1)?Th % b) a, = "":‘F’I b, = ‘J'*;E

[b] 2.

nint+liin+2)

Oblicz wyrazy a;, as, ag i ag ciagu a, = .

wyraz tego ciagu jest liczba naturalna.

. Uzasadnij, ze kazdy

Czy ciag (b,) jest ciagiem arytmetveznym? Okresl jego monotonicznosd.

_ n+3 9—4n*
h) b, = s &) by = T

1
a) b, =4-— 3N

Wyznacz wzor ogolny ciagu arvtmetycznego (a,).

b) aa=0,a; =9

a) aa =2, a,=26 ¢) ag=2 ajg=—10

Wyznacz wzor ogdlny ciggu arytmetycznego (a,, ).

iy +as =T (y — s = 4 )~y =06
a) | b) ‘ ¢)

ay +as = 10 (o « Gy = 32 s+ ay =8
Oblicz 6smy wyraz clagu arytmetyeznego (a,, ).
a) a, = =10, a5 = —40 b) a; +ay = 10 ¢c) ay =109 —as =0

Oblicz sume S, ciagu arytmetycznego (a,).
a) ay =2, ap=29

b) gy =8, =12

'[') (la = -55 i = 2]

d) ga=-8,r=3

p] ay =

[J g =

1'5, S.; = B2
—4._ S‘!u - —15

Oblicz sume S,y clagu arvtmetycznego (a, ).

ol

a) a; = ‘]§ Qo0 = 3 ¢) ay =5, agy + a9 = 150

1]} ﬂ.u; —_ —].., n.'i”[; = —].]. d:] fI--E - hﬂ. ﬂ:.s _— (IIJ‘+ 1}2, ﬂ'_' — I"I-E _—

Lewa strona rownania jest suma kilku poczatkowych wyrazow ciagu aryt-
metyeznego. Oblicz .
8) 3+0+T+:.+®
b)8+6+4+...+x

48
—220

c) 24 T+124 ... 42 =156
d) -7T—3+14..4+x=110



10. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnyeh niepodzielnych przez 5, ktore:

a) sa dwucyfrowe, b) sa trzyeyfrowe.

Zestawy powtdrzeniowe

v/

11.

12.

13.

14.

15.

16.

7.

18.

19.

Czy ciag (b, ) jest ciagiem geometrycznym? Okresl jego monotonicznosc.

&) by =2 b) b; =3+ H" ¢) b, =231

Oblicz wyrazy od czwartego do dsmego ciggu geometrycznego (a, ).

1

al 81=3, =2 b) a; =—4,q= 3 ¢) g = —20, a3 =15

Oblicz wyrazy as i a; ciggu geometryeznego (a,, ).
a) ag =100, g =10 ¢) ay=1, az-a4 =373
b) as =4, a; = 128 d) a; + a3 = 10, az = —8ag

Oblicz sume Ss ciagu geometryceznego (a, ).
8) oy=38, g=3 ¢) ai=1, g +a3=20

b) a; =-10, g = —% d) ay =—4, S; =—12

Dla jakich wartosei x liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu arytme-
tycznego, a dla jakich kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego?

a)a=r—9 b=x—06,¢=2xr—4 b) a=—8z, b=23z, ¢=a°
Oblicz 2a5 — b-.
=3 br.=10
a) :
Aps1 = (—2)" ra, dlan 2 1, bps1=b,—(—1)"dlan =21
i, = 1 bl =1
b)

= ik : - 1
Gny1 =G, +n° dlan 2 1, bpr1 = b, + TR dlan > 1

Podaj rekurencyjne okreslenie ciagu (a,,).

a) a,=n*—3n+1 c) a, =— %
b) ay, =4+ i d) a, =logn

Do banku wplacono 2000 zl na dwa lata przy rocznej stopie procento-
wej 6%. lle bedzie wynosil kapital po uplywie tego okresu, jezeli odsetki
sa kapitalizowane:

a) co pol roku. b) co kwartal, ¢) co miesiac?

Kapital w wysokoséci 800 zl zostal zlozony w banku oferujacym kapitaliza-
cje miesieczng. Oblicz wysokosé kapitalu po roku, jesli przez szesé pierw-

- - i-'l
B o Lo o el 0 L el ' It ' ol S ol Mt o et 1 T R JE el | Pl e e T DLy s i
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a) 67, a przez szeS¢ pozostalych miesigey — 3%.

B 218 3. Clagi

s

b) 3%. a przez szes¢ pozostalych miesiccy — 6%.
Zestaw I
Zbadaj monotonicznodé¢ ciagu (a,,).
—-n4+2 2n+41 2n2+1 5—3n
a) Qg = b, = : c) a, = —— d) a, =
) an 3 ) L 2n—+3 ) @n 2ns ) @n 2n+1
Zbadaj monotonicznosé ciagu (a, ).
3 ay =1

a) <

=a,+1dlan=>1 Qppr1=1—a,dlanz=1

=2

b) < d)

B 8
e B
=
|
3
e A i

a,—2dlan =21 n+1 =20, dlan > 1

Wykaz, ze dla kazdej wartosci parametru t ciag (a,,) jest rosnacy.

a)

H-1:f

=za: +1dlan>1

a, =1t

b
Ans1 = Anlay, +1)+3dlan>1 )

”*n-i—l
S, jest suma n poczatkowych wyrazéw ciggu (a,, ). Czy ciag (a,) jest aryt-
metyczny?

a) S, =3n?+3n b) S, =n*+7

Uzasadnij, ze jeéli liczby a, b, ¢ tworza jednoczesnie ciag arytmetyczny
| cigg geometryczny, to jest to ciag staly.

a) Trzy liczby, ktoryeh suma jest rowna 6. tworza ciag arytmetyezny. Jesli
do ostatniej z nich dodamy 1, to otrzymamy ciag geometryczny. Wyznacz
te liczby.

b) Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 7, tworza ciag geometryezny. Jesli
od ostatniej z nich odejmiemy 1, to otrzymamy ciag aryvtmetyezny. Wy-
znacz te liczby.

Suma trzech wyrazow by, by, by ciagn geometrycznego (b, ) jest rowna 6. Je-
sli od ostatniego wyrazu odejmiemy 18, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy
ciagu arytmetycznego. Oblicz by, bs, by.

a) Dany jest skonczony ciag geometryczny o parzystej liczbie wyrazow.,
Pierwszy wyraz tego ciagu jest rowny 9, a suma wszystkich wyrazow jest
cztery razy wieksza od sumy wyrazow o numerach parzystych. Oblicz piaty
wyraz tego ciagu.



b) Stosunek sumy dziewieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometryczne-
go do sumy trzech poczatkowych wyrazow wynosi EL Oblicz siodmy wyraz

tego cigagu, jesli wiadomo, ze pierwszy wyraz jest rowny 12.

Zestawy powtdrzeniowe 219 N

v
o] 9.

10.

11.

12,

13.

14,

15.

16.

17.

Cztery okregi polozone sa jak na ryvsunku obok.
Wykaz, ze jesli SABC = 60° i |AB| = 2v/3 cm,
to suma dlugosci tych okregow jest wieksza

od 18.6 cm. Oblicz sume pdl kol ograni- A
czonych tvimi okregami.

Pola piecin tréjkatow rownoboceznyeh
tworza ciag geometryczny o ilorazie 1,
a suma tych pél jest réwna 31v/3.
Oblicz obwod najwiekszego spo-

srod tych trojkatow.

B C
Oblicz P;l'anicg ciggu (a,).
H—) Oy = __” P+ 10n% 4 102n e) a, = u\}?j;
b) tn = mfff:ﬂ;ﬂ B gy = gfijni
R ®) o = Grayte-n
= Fid
&= v'%"i-: h) a, = _S'M,LL_H

Oblicz granice ciagu (u”).
) a, = n—yn—+ b) a, =vn*+1—-yn

Dla jakich wartosci parametru b ciag (a,) ma granice réwna 27
b4 n
(b4-4)n+b

bt

SV 4 A b =
(b+1)n+3 ) an

i) Be=

Oblicz sume szeregu geometrycznego.

v 1 (+‘/—) v""+d 1+4/3

H_:ll—l—?—l—a—f— 3 S
Przedstaw ulamek okresowy w postaci ulamka zwykieg{m.
a) 0,(12) b) 0,(342) ¢) 2,4(23) d) 3,(9)

Wyznacz dziedzine i wzor funkeji f oraz naszkicuj jej wykres.
2 2
; T 2 N r—2 T—2
) flx) = (m:) +oo b) f@)=1+22 +(H___3) i

Rozwiaz rownanie, ktorego lewa strona jest suma wszystkich wyrazow nie-
skonczonego ciagu geometrycznego.

e e




1

ﬂ) §+:t++§Jrz+.§.Jr3+___=2 “:] 1+2.’I-"|‘-4.‘]‘.‘2+_“=

1-2z
i . N _ 16 2. i 6n*+-5n
b) x = st S d) 1+I2+m4+ 1111:;1L STt
B 220 3. Ciagi
Sposob na zadanie @
Przyktad 1
Rozwiaz réwnanie;
1 +sinx +sinz +sin’z +... = 24+ 2sinax, gdze z € (0;27)

Lewa strona rownania jest szeregiem geometrycznym o pierwszyin wyrazie
a; = 1 i ilorazie ¢ = sin x.
Szereg ten jest zbiezny, gdy |sinx| < 1, ezyli dla @ € (0:27) \ {3, 37 }.

Wowezas rownanie przyvbiera postac:

1 amc Y oy e . s .
r— 2+ 2sinx /- (1 —sinx)
2—2sin*r=1
sin” & = '.Ii
ging = —l';—ﬁ lub sine = 3;—§
. T r Fo B 7
Odpowiedz: = & {f; e 7;77}
Przykiad 2
Rozwiaz rownanie:
2tgx+2tgtc+ 2tgb w + ... = V3, gdzie © € (—g-:_ )

Lewa strona rownania ]E‘HT szeregiem geometrycznyim o plerwszyin wyrazie
a, = 2tgx i ilorazie g = tg* .

Szereg ten jest zbiezny, gdy:

Itg*z| < 1
—-1<tgr<l1

o€ (-5

Wowezas rownanie przybiera postac:

zt” =v3 /- (1 —tg?z)
«,/:F - \,/‘Etg‘:f —2tey
V3tglx+2tgx — V3 =0
Podstawiamy ¢ = tg# i otrzymujemy rownanie kwadratowe:
V3t2 +2t —3=0, VA =4
t=—/3 lub t =¥
Vo

Wracamy do niewiadomej x: tge = —v/3 lub tgr = =,

1-tgla



Pierwsze rozwigzanie odrzucamy, gdyz nie spelnia warunku |tg® x| < 1.

Odpowiedz: » = ¢

(

Sposcb na zadanie

@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszyvcie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1,

Liczba 6 jest piatym wyrazem ciagu:

2 . 2 s TS
o= e 48 n-4dn — 2nt—8

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogélnym a,, = Tn — n*. Najwiekszy wyraz
tego clagn jest rowny:

A. 16, B. 12, . 10, D. 6.
Ciagiem malejacym jest ciag:

A. a, =n?—9n, A T %

B. .. = —n* <+ 3n, D. a, = £=.

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogdlnym a, = v/2n — n. Suma n poczatko-
wych wyrazéw tego ciagu jest réwna 66v/2 — 66 dla n réwnego:
A. 13, B. 11, C. 9, D. 6.

Ciag (a,) jest ciagiem kolejnych liczb naturalnych, ktéryeh reszta z dzie-
lenia przez 3 jest réwna 1. Suma wyrazoéw ciagu (a,) wiekszych od 10
i muiejszych od 100 jest réwna:

A. 1595, B. 1485, C. 1375, D. 1265.

. = " - & Y - ™ I-,
Ciag (a, ) jest nilemonotonicznym ciggiem geometryveznym takim, ze a3 =9
oraz ay = 27. Suma piatego i szostego wyrazu tego ciagu jest rowna:

A. 162, B. 243, C. 324, D. 543.

Ciag (a, ) jest ciagiem geometrycznym, w ktorym as = 2 1 a; = 0.25. Suma
S: tego ciagu jest rowna:

A. 6.25, B. 6.5, C. 7,75, D. 8.25.
Liczba /2 jest granica ciagu:
— :‘_J'Eng--si " Bra”
A. (r n+l ! C. Ur 1-2n=s ?
_ V2n-6 __ NW2-3n?
B. i, = hiig B. p = T i1 ¢

b —G
(1-b)n+3

A =2, B. 0, C. 1, D. 2.

Ciag a,, = ma granice niewlasciwa oo dla b réwnego:
af dy & ¥ i 5

22 .



10. Suma szeregu geometrycznego o pierwszym wyrazie réwnym 1 — /3 i ilo-
razie réwnym 2 — v/3 wynosi:

A. L3 B. -1, €, /3, D. V3 +1.
3. Ciagi
Przed obowiazkowa matura z matematyki @

B Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Zbadaj monotonicznoéé ciagn a, = — 22

 on42’
[D] Zadanie 2 (2 pkt)
Wykaz, ze ciag (a,) okreslony wzorem rekurencyjnym jest monotoniczny.
a; = —3
iy =Qn+n‘—n+3dlan>1
Zadanie 3 (2 pkt)

Suma wyrazow skonezonego ciggn geometrycznego jest réwna 765, Plerwszy
wyraz tego ciagu jest rowny Y, a iloraz 4. Z ilu wyrazow sklada sie ten ciag?

M Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 4 (4 pkt)
Obwod trojkata prostokatnego jest rowny 24. Oblicz dlugosei bokow tego troj-
kata, jesli wiadomo, ze tworza one ciag arvtmetyczny.
Zadanie 5 (4 pkt)

Suma trzech liczb tworzacych ciag aryvtmetyczny jest rowna 12, a suma ich
kwadratow jest rowna 56. Wyznacz te liczby.

Zadanie 6 (5 pkt) /u—/-
L] " * W I
Dlugosci trzech krawedzi prostopadloscianu wychodzacych

|
-
7z tego samego wierzcholka tworza ciag geometryczny. Prze- 8 |
katna prostopadloscianu ma dlugosé 84 cm, a jego obje- : T~
tos¢ jest réwna 64 cm®, Oblicz pole powierzehni calkowitej o S S
tego prostopadloscianu. 3

Zadanie 7 (5 pkt)
Suma pigciu poczatkowych wyrazéw rosnacego ciagu arytmetycznego jest row-
na 30, a iloczyn drugiego i czwartego wyrazu jest rowny 11. Ile co najmniej
poczatkowyeh wyrazow tego ciagu trzeba dodaé, aby otrzymad sume wieksza
od 1007

Zadanie 8 (4 pkt)




Suma trzech poczatkowych wyrazow monotonicznego ciagu geometrycznego
jest rowna 13. Drugi wyraz jest o  mniejszy od réznicy miedzy trzecim i pierw-
szyin wyrazem. Oblicz czwarty wyraz tego ciagu.

Przed matura 223 S

@ Przed maturg z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-4 odpowiedZz ma postac¢ trzyeyirowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)
Dwa érodkowe wyrazy ciagu geometryeznego skladajacego sie z czternastu
wyrazow sa rowne kolejno 6 1 3v/6. Oblicz pierwszy wyraz tego clagu. Zako-
duj cyire jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego
otrzymane) liczby.

Zadanie 2 (2 pkt)
Oblicz czwarty wyraz ciagu (a,). Zakoduj trzy pierwsze cylry po przecinkn
rozwiniecia dziesietnego otrzymanej liczby.

iy =1, s = V2

(1—a,)?
pn—1

Gy = dlan = 2

Zadanie 3 (2 pkt)

Oblicz granice ciagu a, = vV3n? + 6n — v3n% + n + 6. Zakoduj cyfre jedno-
sci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego
wyniku.

Zadanie 4 (2 pkt)

" - . ] . .
Oblicz sume szeregu geometrycznego 1 + sin & + sin” £ + ... Zakoduj cyfre
jednosci 1 dwie pierwsze cyviry po przecinku otrzyvinanej liczby.

G

Zadanie 5 (4 pkt)

Dany jest ciag arytmetyczny (a,) o wyrazach calkowitych. Suma wyrazdéw
pierwszego, druglego i piatego jest rowna 27, a liczby ay — 1, ap — 1 1 a5 — 4
tworza cigg geometryczny. Wyznacz wzor ogdlny ciggu (a,).

Zadanie 6 (4 pkt)

Suma trzech liczb tworzacych clag geometryezny jest rowna 7. Jesli od ostat-
niej z nich odejmiemy 1, a pierwsze dwie pozostawimy bez zmian, to otrzy-
mamy ciag arvtmetyczny. Wyznacz te liczby.

Zadanie 7 (4 pkt)

[loczyn trzech poczatkowych wyrazow nieskonezonego ciagn geometrycznego
jest réwny 2', a suma wszystkich wyrazéw tego ciagu jest rowna 64. Oblicz
sume jego wyrazow o numerach nieparzystych.



27

Zadanie 8 (5 pkt)

Znajdz liczby x € (0; 27) spelniajace nierownosé:

1 —cos2r +cos*2r —cos* 204+ ... =

3. Ciagi

[ [

Rachunek rozniczkowy (zwany tez rachunkiem pochodnych) oraz zwiazany
z nim rachunek catkowy staly sie podstawa rozwoju hzyki klasyceznej. Dzieki
nim mozliwe bylo miedzy innymi opisanie ruchu cial za pomocy rownan wig-
zacych ze soba takie wielkosci jak czas. droga, predkosc i przyspieszenie.

Jesli cheemy obliezy ¢ srednie przyspieszenie
samochodu od chwili ¢y do chwili ¢, korzy-
stamy ze wzoru: _
vt )—v(to}
t—1p
(dzielimy przyrost predkosci przez czas. w kto-
ryin on nastapit).

240
200)
160

L‘r

km/hf

AD ettt

Fa |




Jesli cheemy obliczyé przyspieszenie w chwi-
li ty, korzystamy z tego. ze jest ono pochodna
funkeji predkosci od czasu (patrz str. 267).

"u-'l 1 ok, ol RS L] o {lb‘l

Na wykresie przedstawiono, jak
zmieniala sie predkosé v samo-
chodu w czasie 1.

*4.1. Granica funkcji w punkcie

M Intuicyjne pojecie granicy

Gramnica funkeji jest jednym z podstawowych pojeé ma-
tematyki. Przez stwierdzenie. ze liczba g jest granica
funkeji f w punkcie xy" rozumiemy, ze wartosé funk-

cji f .zbliza si¢” do g, gdy = .zbliza si¢” do .

Piszemy wowezas:

lim f(x) =g lub f(x) — g przy z — z

L

Przykiad 1

Odezyta) 2 rysunkn, ile jest rowna granica funkeji w danym punkcie.

a) lim(2z —1)

¥
58

Gdy x .zbliza sie” do 2,
flx) .zbliza si¢” do 3:
lim(2z — 1) =3

Wi

Przyktad 2

h) 111'1}[::'2

¥

=

—3)

Gdy  zb

U
:l""':w

liza sie” do 1,

f{l} +zbliza Si{:" da —92-

o Ly
lim (2=
|J‘_"'-]

—3) = -2

¢) lim v +3

Y4

.I.{\EI,} = m :

N s O
o IR IS

Gdy x .zbliza sie” do —2,
flz) .zbliza si¢” do 1:

limrj ve+3=1

L S

Ponizej przedstawiono wykresy funkcji f, g i . W punkcie @y = 1 funkcje te
maja te sama granice: liIIIl )= lill}g(;ﬂ) — Iin} hilz) = 3.
r—s r— T—

E1

o

P
'J:R\l{l}

AW
|
" O 1 ¥ x
B 4—z° dlaz#1
) = { ] dar=1




Punkt xy, w ktérym badamy granice, nie musi naleze¢ do dziedziny funkcji
(funkcja g). Jesli zy nalezy do dziedziny, to wartosé funkeji w punkcie z;; nie
ma wplywu na wartos¢ tej granicy (funkcje f i h).

B 226 4. Rachunek rozniczkowy

Przyktad 3
z+1 dlaz<0

Funkcja f(x) =

z+2 dlaz>0
nie ma granicy w punkeie ap = 0 (rysunek obok).
Gdy = .zbliza sie” do 0 z prawej strony. wartosé
funkcji .zbliza si¢” do 2, natomiast gdy x .zbliza
sie” do 0 z lewej strony, wartos¢ funkeji .zbliza
sie¢” do 1.

Definicja
Liczba g jest granicg funkcji f w punkcie xy (lim f(z) = g), jesl dla
20

kazdego ciggu (z,) zbieznego do g, o wyrazach nalezacych do dziedziny
funkeji f i réznyeh od @y, ciag (f(x,)) jest zbiezny do g.

Uwaga. Kiedy mdwimy o granicy funkeji f w punkeie g, zakladamy. ze funkcja f jest
okreslona w pewnym sasiedztwie punktu xg, czyvli zbiorze (xg — rixo) U (1o 20 + 1),
gdzie r > 0. Funkeja nie musi by¢ okreslona w punkcie .

D] Przykiad 4
Dana jest funkcja f(x) = 2* + 5. Uzasadnij, ze Hn.“g flz) =19,
:i':'-_d.
Niech (z,) bedzie dowolnym ciagiem o wyrazach roznych od 2 i takim, ze
lim z,, = 2. Wowczas:

n—x
lim f(z,) = lim(z? +5)=lim(z, -2, +5)=2-24+5=9
i .

i— Ti— 0 T— 00
Zatem zgodnie z definicja lim flx) = 9.
e o

[p] Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze:

a) funkeja f(2) = 6 — 22° ma w punkcie zy, = —1 granice réwna 4,
b) funkcja f(x) = ﬁ ma w punkecie z; = 5 granice réwna &
0] Przykiad 5 g e L
o N 2 dlax<?0 E N A
Wykaz, ze funkcja f(x) = sitmiifsfing :

1l dlaz>0

nie ma granicy w putikcie xy = 0.

e i - - 1 5 1 AT ™ e -



nozpatlrziny ciagl a, = —- oraz i, = — ZDIeZNe 40 Zera. yyiedy:

lim f(a,) =2, lim f(b,)=1

Funkcja f nie ma granicy w punkcie zyp = 0. gdyz lim f(a,) # lim f(b,).
Fib— 262

=00

Zadania

4.1. Granica funkejl w punkcie

D] 1.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji:
42 dlaz<(
flz) = 2 . :
1—z° dlaxz=0
Wykaz, ze funkcja f nie ma granicy w punk-
cie xy = ().

Naszkicnj wykres funkeji sgn (signum) okreslonej
WaOolelll:
-1 dlaz<0
sgnfz)=< 0 dlaz=0
1 dax>0

Wrykaz, ze funkcja ta nie ma granicy w punkcie xy = 0.

Na podstawie wykresu funkeji f okresl, dla jakich 2 nie istnieje granica

lim f({x). OdpowiedZ uzasadnij.

T—Tq

Uzasadnij, ze funkeja f ma w x, granice réwna 0.
b) f(x) =4a2* — 10, x4y = 2

a) Hz)=2z4+4, 29=1

Rozpatrzmy funkcje f(x) = sin -, gdzie x # 0. Wartodci funkeji oscyluja
miedzy —1 a 1, gdv x ,zbliza si¢” do 0. Na rysunkach ponizej przedsta-
wiono fragmenty wykresu funkeji f w przedziale (—0,06;0.06) i w prze-

dziale (0.00015:0.0006) odpowiednio przeskalowane.

227 .
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*4.2. Obliczanie granic funkcji

/A MYV

Uzasadnij, ze funkcja f nie ma granicy w punkcie x, = 0.

4, Rachunek rozniczkowy

'}:’ &
f
Korzystajac z definicji granicy funkcji w punkecie, mo- j
zemy wykazad, ze dla funkcji stalej f(x) = ¢ dla dowol- O : %
T |
nego gy zachodzi lim f(x) = c. ¥
F—Iq)
'}--’n
Dla funkeji g(x) = = dla dowolnego a zachodzi: ,
+ . I —=
Jim o) = 1
I =
Przy obliczanin granic czesto korzystamy z ponizszego g Oz X
twierdzenia — jest ono wnioskiem z analogicznego twier- '
dzenia dotycezacego granic ciagéw (str. 200).
Twierdzenie
Jezeli lim f(x) = a, lim g(a) = b, gdzie a,b € R, to:
e ] x|
w lim (ef(x)) =c- lim f(z)=1c-a, gdziece R
T—=20 £ 1T
E 11111 (f{ +g(x)) = lim f(x)+ lim g(x)=a+b granica sumy funkeji
H— 0y L L)
u (f{“t) g(.}':]:I = lim f(’[] — lim g[::l‘.‘) =a—>b granica réznicy funkeji
0 I

w Jim [f{TJ ( )) = 11111 f( ) lim y(:r} =g granica tloczynu funkeji

£ =120 =0
) Jilm flx)
- — ':I-'u. —ﬂ - T el 4 el | e ' ':_‘..
" rh-li}u ST El.f}‘uy{"” = =, jesli b ?l_. () eranica tlorazu funkeji
Przykiad 1
Oblicz granice funkeji f(z) = 222 + 5 w punkcie a5 = 3.
lim(22° + 5) = lim 2a2” + Inn 5=2:limz*+5=2-limx-limaz+5=

x-3 23 3 r—3 13
=2:3:34+5=23

Jezeli funkcja [ jest

Zauwaz, ze dla fhunkeji f(z) = 22° + 5 mamy wielomianem, to:

f(3)=2.3%+5 =23, cayli IFJ‘EU;{;JE +5) = f(3). ;ﬂhl}i] fla)= F{2s)

-
T warimsrarmis 4



Nl W I IR B

Oblicz granice.
a) lim (32* —x +2) b) lim(z* — 32% + 3z — 1) ¢) lim(a® 4+ 1)™

T— x 1

4.2, Cbliczanie granic funkcji 229 N

Przyktad 2

Ha+1
Oblicz li
llox iy S

lim (5a+1)
et |

e
=
w
=
_|_
I
=
I
&

vl 2242 lim (a2 +2) il
Zauwaz. 7e dla funkeji f(xz) = ﬂ%ﬂ mamy f(1) = 2, czyli lin%f(:r.) =1,

Jesli f jest funkcja wymierna oraz r; nalezy do dziedziny tej tunkeji. to
lim f(x) = flxy). Méwi o tym ponizsze twierdzenie.

T—T0

Twierdzenie

Jezeli f(z) = t:: }} jest funkeja wymierna, gdzie w,v sa wielomianami,

oraz v{xy) # 0, to:

lim 2@ _ wlzo)
r—ry U {a) v{xg)
Cwiczenie 2
Oblicz granice.
R g ; 4ot —42241 2x3 Ldr—13
a) lim h 1111 s ¢) lim : d) lim '
:] e h— ) 3 21210 J P V. | ) Ry 4T
Przyktad 3
a) Oblicz ]1111 o8

3 Te—3x

Dla @ = 3 wielomiany w liczniku i mianowniku przyjnmuja wartos¢ 0 - mamy
tu do czynienia z symbolem nieoznaczonym [E] nie mozemy wiec skorzystac

7z powyzszego twierdzenia. Zauwazmy jednak, ze w rozkladzie na czynniki obu
wielomiandéw wystepuje czynnik (x — 3). Zatem:

2_42+43 [“] (x—1){zx—3) woo =L 2

lim &= = im = lim— = =

53 =3 J—:l r{x—3T r—3 T 3
b) Obliez lim Z=2
MICE 11111 ;
} e e —4

+3_g |8 . e .
g2 T —4 - .a L.u-*%}{¢+2} r—2 42 4

Cwiczenia 3



e oL, sl B g oom piiee sl sy e g e

Oblicz granice.

. 4p—z 2at 4 T—2—12 TR
hm — b 1111 el e lim ———— d) lim —
ﬂ) p—s—2 42 } 1 x2-1 J - Ji r2—16 ’) o] E9—1

B 230 4. Rachunek rézniczkowy

Kolejne twierdzenie dotyvezy granicy funkeji, w ktorej wzorze wystepuje pier-
wiastek.

Jedli 2y > 0, to lim /& = \/a%.

Ogélnie lim (/o = y/a, dla:

L0

® 1, > (), jezeli n jest liczba parzysta;

m ry € R, jezeli n jest liczba nieparzysta.

Cwiczenie 4
(Jhlit-? granice.

}11&1 (Ve — Jr) b) 1_11_1{1} ﬁ_ ¢) Hl[{lf%ml:vj_+ 100:)
Twierdzenie
Jesli funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne i istnieje lim f(x). to
L=+ip
hm Vit [lim f(x)
=hE{) A=
Przyktad 4
Oblicz 111}:1‘3 2+ 5.
lim (2 4 5) = 9, zatem lim v2?+5=/lim (z? + 5)=v8=3

Cwiczenie 5
Oblicz granice.

22 + 22 +4 /14222 . Afat 4
a) lim YR b) lim s ¢) lim X212

litn
L) x—4 r—=—0G |.T| 43 } T—s2 3 -2
Przykiad 5
& " '1.' 2 -"_2
Oblicz lim ==
P2 E=2

Zauwaz, ze Hu&{v?m — 2) = 0 oraz lim(x — 2) = 0. Aby obliczy¢ t¢ granice,

T

mozemy postapi¢ nastepijaco:

e [2] T e vl 4



lim - = lim =+ ———— | = |lIn - =
Y eh T—2 ;;2334—2} r—2 [T —E}I[ﬂ.f r4-2)

= iy = PR

T2 Vert+2  vaAiz 2
4.2, Obliczanie granic funkcj

Przyktad 6
. T Hl I T vir+141 ’ x(ve+1+1)
Hn ———— =— |11 ' = 11111 =
w—0 vae+1-—1 r—0) r+1—-1 a41+1 r—() r+1—1

Vi 1
—11111 . TI il —11111(1.£r +14+1)=2

o—l)

Cwiczenie 6
Oblicz granice.

a) lim — : b) lim NS c) lim WEHY— e
r—1 \I{_— r—-—2 242 r—l i
Zadania
1. Oblicz granice,
. ad4a?i3 . zi-3z+8 . (x+2)°
a) im ——— b) lIm ¢) lim ———
) T ) r—e—1 P } g T—x2
2. Oblicz granice.
w3 G LR 3 1O
.. E*—=0m 6 i T=+9r+14
a) lim d IHIL e liny ————
r:] r—3 9= ) 6 22+5x—6 g) 2 243042
—1£ . 12z%-8x+41 i J-g?-12
b) 11111 e e) lim —— e h) B ———
—4x _,,H% 4r<—1 r—s—3 2146
N . 23%4-3:-2 : x2—6r+5 R i
¢} = N e | = e
3. Naszkicuj wykres funkeji f. Oblicz lin%f(:r:}.
Bt
44— 2}' dr—6
b T - ) =
a) f(x ) f(a 8 )=
4. Oblicz ,e_;ranic@i
= Y : B
a) llm iy ) lim% e) lim —= .
.95 r—2b r—2 L— z—1 re43-2
= ’ vr44d-1 2 _
b) lim y ==t d) hm —— f) lim ,
r—d x—4 r——3 2x+6 T——2 -3
Twierdzenie

Dla dowolnego x4 € R: lim sinx = sina, oraz lim cosz = cosay.

I—In T—E0

2371 .



5.

a) lim(sinz — cosx) b) lim (51” —i—(i)
4 H L

I COs .0

N 232 4. Rachunek razniczkowy

*4.3. Granice jednostronne

Niech f bedzie funkcja okreslona w przedziale
(zq: b). Bedziemy rozwazad, do jakiej liczby ,.zbli-
za sie” wartosc funkeji, gdy = ,zbliza sie” do xy
iz € (xg:b). W tym przypadku mowimy. ze x
dazy do x, z prawej strony, i piszemy ¥ — =z,
(punkt xy moze, ale nie musi, naleze¢ do dzie-

dziny funkcji).

Definicja

jest zhiezny do g.

Cwiczenie 1

Niech f bedzie funkcja okreslona w przedziale
(@:xy). Sformuluj definicje granicy lewostronnej
funkeji f w punkeie xg: im f(x).

==Xy

(Granica prawostronna funkcji oraz granica lewo-
stronna funkeji nazywane sa granicami jedno-
stronnymi funkcji f w punkcie @.

Przykiad 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji
danej wzorem f(z) = V9 — 22, gdzie x € (—3;3).
Granice funkeji na krancach dziedziny:

IjmI Flz) =1, ]jnal flz) =10
a2 r—3

Obliez granice, korzystajac z podanego wyzej twierdzenia.

¢) lim (tg® @ — ctg® x)
T=rz

I
|
|
|
I

L o X

Funkcja y = f(z) ma w xqy gra-
nice prawostronna rowna g, co
zapisujemy lim f(z) = g.

=T,

Niech [ bedzie funkcja okreslona w przedziale (xq:0).
Liczba g jest granica prawostronng funkeji f w punkcie @ ( lim f(z) = g).

g

jesli dla kazdego ciagu (x,,) zbieznego do xg, gdzie x, € (xy; b). ciag (f(x,))

¥

f |
7o -

/Ol 1 X
Funkcjay = flz) maw xp = 1
granice lewostronng rowna 2,
co zapisujemy lim f(x) = 2.

il

r—

bl

Loy,

=31 {0 @ | 3 X

Przy obliczaniu granic jednostronnych stosuje sie analogiczne metody i twier-

dzenia, jak w przypadku obliczania granic.

Przvkiad 2

y




a) lim (Va+1)= lir.gjl VT + liI[l’l_ l=0+1=1
=7 =0t Al

. 6 6
1 el 8
) I ——em— =7

=

4.3, Granice jednostronne

Cwiczenie 2
Oblicz granice jednostronna.

. var+1 4+ 1 1 i o . -2
a) lim ~——— b) lim ¢) lim d) lim —=
) ..E—"_I+ j.i-’_l ) J:'—"l_ x)I] -_IG + 2 ) Ii"'—.-ﬂ-"' V"E :] j"—-E "-1—4'1"-

Przykiad 3 RN (0
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji: 19050 1 |

r  dlax € (—oc:2) RN
flx) = B I
z+1 dlaze (2;00) il ol i

W punkeie xy = 2 mozna obliczy¢ obie granice
jednostronne funkeji f:

lim f{x)= lm (%.r) =1 oraz lim f(r)=lm(r+1)=3

r—2 r—2 r—27 r—2

Zauwaz jednak, ze lim f(x) # 11111 flz). Funkcja f ma obie granice jedno-

L2

stronne, ale nie ma granicy w 1:11111k{ e ¢ = 2.
Twierdzenie

Granica lim f(x) istnieje wtedy i tylko wtedy. gdy istnieja granice jedno-

r-—rn

stronne lim f(x) i lim f(z) oraz zachodzi réwnosé:

z—1; ] lim f(z) = lim f(«)

Ty Tl 9

Zatem lim f(x) = a wtedy i tylko wtedy, gdy lim f(z) = lim f(z) =a.

1"—',“'[‘] _[‘--fI“ T -‘I:‘I::

Zadania

1. Oblicz granice jednostronna.

a) lim (Vz—4+2) ¢ ]_1111 yE+E e) lim — =4 ¢) lim T+3
r—dT

—o+ VE—=I P! ﬁ— 13- V22—9
2
o w*4-be+b _ . le—2] . . Va—5 5
b) lim —=— d) im == f) lim == k) lim ———r

2. Naszkicuj wykres funkeji f. Oblicz lim f(#) oraz lim f(x). Czy istnieje

R | P
11111] flx)?
r——

—~r+2 dla xz < <1 12;1:—1—1 dla # < —1
a) flx) = ! . " ] g} Flel e O )

233



o) I = —1 t =1 s =1

{

r—1 dlaz < -1 #d+4 dlaxr < -1

b) f(x) d) flz) =

a*—1 dlaxz> -1 4—p* dlax>—1
B 234 4, Rachunek rozniczkowy
* - L] . L]
4.4. Granice niewtasciwe
Rozpatrzmy funkcje f(x) = ﬁ r # 0 (wykres obok). YR
Zauwazmy, ze dla dowolnego ciagn argumentow (i, ) ta- B
kiego, ze m x,, = 0, mamy lim f(2,) = cc.
Definicja 3 e
Niech f bedzie funkcja okreslona w sasiedztwie -
punktu z;. o
Funkcja f ma w punkcie r, granice niewlasciwg o=~
(lim f(x) = oc), jedli dla kazdego ciagu (x, ) zbiez- e
$—IT)

nego do xy, o wyrazach nalezacych do dziedziny
funkeji f i réznych od xq, ciag (f(z,)) jest rozbiezny
do oc.

Cwiczenie 1

Stormulnj definicje granicy niewtasciwej rownej —oo funkeji f w punkeie @y,

Przyktad 1
Funkcja f(z) =

w punkcie xy

—3= @ € R\ {2} (rysunek obok), ma
2 granice niewlasciwg rowng —o<, co

zapisujemy:

= —2Q

—1
lim ,
r—2 (:’f'—ij'!
Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkeji f. Dla jakiego x5 € R ma ona
granice niewlasciwa rowng —oc?

1 —4

a) fle)= 1] b) f(z) = P

Przykiad 2 W

Dla funkcji f(x) = ==, x € R\ {1} (rysunek 1

obok). nie istnieje granica 1i11]1E flx). Istnieja bbbt Ir
T : i

natomiast granice niewlasciwe jednostronne : 1'




W PULORCIe L = 1. ik ERE O e
£ 50 R 1

iy o o L | |

p-si- B—1 z—1+ w1 i F 4 | |

4.4, Granice niewlasciwe

Definicja
Niech f bedzie funkecja okredlona w przedziale (zq: b). Funkcja f ma w punk-
cie x; granicg niewlasciwa prawostronng oo ( lim f(x) = o), jesli dla

- _'J.'D
kazdego ciagu (x,) zbieznego do @y, gdzie x, € (xo:b), ciag (f(x,)) jest
rozbiezny do oc.

Uwaga. Analogicznie definiujemy granice:

lim flz) = —o0, lim f{z) = oc, lim flx) =—

Xy £—= B

Bedziemy stosowad nastepujace oznaczenia:

. .““3 f(x) =07 oznacza, ze lim f(x) =0 oraz f(x) > 0 w pewnym sasiedz-
t.‘i‘:'i{;.t}rnmktu Tu: i~

o lim f(x) =0 oznacza, ze lim f(x) = 0 oraz f(z) < 0 w pewnym sasiedz-

J== L) L=
twie punktu x.

Twierdzenie

= Jedli lim f(x) =07 oraz lim g(x) =a > 0, to lim £ = oc.

E—Xp F-+py T—EQ ()

s Jesli lim f(x) =07 oraz lim g(x) =a <0, to lim %—% = —00.
el H | L=%T0 = g

w Jedli lim f(z) =0 oraz lim g(z) =a >0, to lim 2% = .
&= T w—sag 1 %)

® Jeshi lim f(x) =0 oraz lim g(z) =a < 0, to lim ,Jq'_{(% =00,

E—Tg T—s 2 Tt

Uwaga. Analogiczne wlasnosci zachodza dla granic jednostronnych.

Przykiad 3
Oblicz granice. \
N b (—
B [n_H _|F_|.1,l_ (@ — 4) =) oraz | T——— B ox
a) lim — = —p TS
r—2+ Te—4 =4 >0dlax e (2:0a)
-~ ‘_i_t] Jlilﬂ (22 — 4} = 0 oraz .-'\LJ Y Llrﬁ'i;ll‘it" znak ||L'|.;|mm'—l
b) lim 2 4 — % =t nika, moina naszkicowac
e " —4 < 0dla z€{—-2;2) wyvkres funkeji y = &° — 4.

f;"uu l: e A=l &} :.ﬂ. ':
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Oblicz granice.

3 T2 > : 3 x—4 . x+1
3 e b} o = 9 R o) . Py
4. Rachunek rozniczkowy
M Asymptoty pionowe wykresu funkcji
}_r“ | }-FI I 11.' 1 I }_r |
|1 | s (o ST
I | | |
! . ! , %0 o
Olzo, Q Olzo, X f}-’/ P X 0 VX
I | I I
I | T— [ I
I | | I
Jesli lim f(x) = oo lub lim f(r) = —c0, Jedli lim f(z) = oo lub lim f(z) = —occ,
x—T T—+T E—Tn T
to prostg @ = g nazywamy asymptota to prostyg @ = @y nazywamy asymptoty

pionowa prawostronng wykresu funkeji f.

pionowa lewostronng wykresu funkcji f.

Jesli obie granice jednostronne funkeji f w punkcie g sa niewlasciwe, to prosta

T = ry nazywamy asymptota pionowa obustronng (lub krotko

asymptota

pionowa) wykresu funkeji f (patrz wykresy ponizej).

Y4 Y |
f L

N

——

Ve Y4

f

1
I
I
| |
=] I |
I
i

I
|
I
I

. yot | o]

X ()| o , r‘( "ui X

| |
| I
| |
| I

Istnienie asymptot pilonowych w przypadku funkeji wymiernej badamy w miej-

scach zerowych mianownika.

Przykiad 4

2r41

Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkeji f(x) = =5, gdzie z € R\ {0}.

_Ih_l] 2-‘]‘."" 1

=i &*

Cwiczenie 4

= o, zatem prosta @ = () jest asymptota plonowa wykresu funkeji f.

Okresl dziedzine funkeji f i1 wyvznacz asvinptoty pionowe jej wvkresu.
L= J ) V1] ! J b

x-42 : 1—22 41
a) f(z) =25 b) flx) = =5 c) fla)= 3
Cwiczenie 5



UidcdddUlll), £€ WYhALCE LULEACIL f HIE & dsyllIpLoby PHOHOWE] W PDULIRCIC L.
Naszkicuj ten wykres.

142 1 . a—6a?+120—8
a) flx) = 2:.«.—!1 Xy =5 b) f(z) = = JJ___E e 25 =2

4.4. Granice niewlasciwe

Twierdzenie
s Jesli lim f(z)=o0c i lim g(z)=0c, to lim(f(z)+ g(x))= oc.
=0 e 1 =T
w Jedli lim f(z) = —o00 i lim g(z) = —co, to lim (f(x)+g(x)) =
r—xn T—Z( £—T0
o Jesli im f(z)=o0c 1 limg(e)=a, to lim(f(z)+g(z))=
T—T0 g T
s Jesli lim f(z)=—o0 i lim g(z) =a. to lim (f(x)+glx)) =
P oo g
Uwaga. W przypadku, gdy lim f () = oo i lim g(r) = —co, wyznaczenie granicy

lim (f(@) +g(x)) wymaga szezegdlowyeh badan (mamy wowezas do ezynienia z sym-

I—E

bolem nieoznaczonym [oc — o).

Przykiad 5
. . 1 1
Oblicz lim ( — - )
a1t \&—1  a?-1 L Ao
@l RO *
. 1 1 ["‘-__'1] . (e+1)—1 i oF
lim () " e i 2 Tl e ey

funkeji y = 2 — 1.

Cwiczenie 6
Oblicz granice.

= 1 1 : . 1 1
a) ;r-l!gl ({3!—2}2 i :-':—-'E) b) rlflg_,l, ({_1._2:,2 :,:2_4)

Zadania

1. Oblicz granice.

; 1—1 - y dr+1 ’ 1 1
H‘J rlilnl-l S—ix d) tllIlll @2 —p—2 g} jlfﬁl- (;L' :.':2)
- 41 . 1 1
lim === ¢ 11111 ot h) lm ( : )
} z—23—- T—2 ) _g+ & +4x+3 ) r—n— \ (x—2)2 3 r—2
+':j' ’ + .'J‘."—I—:l‘-—-f s = 1 2
e) lim = f) hm ————— i lim . —
‘} op—y—1+ r“'—l } rl e 2p—uw? :] ps (J:3—1 .'i'.'-|-1)

2. Wyznacz aevmptnty pionowe wykresn funkeji f.

_ a2 -5 . __ =3 N RN — w2 —3r+2
a) f(x) 0) flz)= == ¢) flx) =252

-.l

b) flz) = ,:'.’;"'i d) Flz) =S8 O = =




[

TR L~ L

3. Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkcji f.

a) f(z) = L5

1—x=

B 238 4. Rachunek rozniczkowy

b) flz) = X2EE= ) fla) = —&

-3 lz—3|—|z—1|

Krzywe ptaskie i ich asymptoty

¥ '
Niektore krzywe plaskie niebedace wykresami :
funkeji maja asvinptoty pionowe. e
" - - L i
Taka krzywa jest na przyklad cisoida Dioklesa .
dana rownaniem: ' i'A
3
g : 1
3= . gdziea>0 -
; 1
Jej asymptota pior l{mal jest prosta & = a. 4
|
Aby wyznaczy¢ punkt P nalezacy do cisoidy 1B, :
:

Dioklesa dla a = 2, postepujemy nastepujaco:

« Rysujemy odcinek taczacy punkt O(0,0) z do- O 1 ¥
wolnym punktem A lezacym na prostej a = 2. :

» Odcinek OA przecina okrag o srodku w punk-
cie (1,0) i promieniu 1 w punkcie B.

o Na odeinku OA wyznaczamy punkt P taki, ze

IOP| = |AB|.

|
|
e

|
I
I
!
|
|
=
I
I
I
|
|
I
|

Inna krzywa plaska majaca asymptote pionows

jest strofoida. Jest ona dana réwnaniem:

i = de ., gdzie a > 0

ﬂ'- -|

Jej asymptota piunﬂwq jest prosta ¥ = a.

Na rysunku obok przedstawiono strofoide dla
b=,

Strofoida ta jest zbiorem wszystkich punktow P
lezacych na pélprostych wychodzacych z punktu
A(—=1,0). przecinajacych o8 OY w punkcie
B(0,b) takich, ze |BP| = |BO| = |b|] (zwrde
uwage na to. ze dla kazdej polprostej AB sa dwa
takie punkty P i P.)

. - T 1 W ™~ '} = o 1 1 n



1 WYSZIKa] W dastepiycll 2rodiacll mniormacije o nastepu)qeycll Kraywycil
plaskich: konchoida Nikomedesa, ofiuryda (ogon weza), panstrofoida. Ko-
rzystajac z odpowiedniego programu komputerowego lub kalkulatora gra-
heznego, naszkicuj te krzywe i ich asymptoty.

*4.5. Granica funkcji w

Przykiad 1
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f(x) = 3=

Preas o

Rozpatrzmy ciag ar-
gumentow (x,) taki, ze x, — oc. Wowcezas
ciag odpowiadajgeych im wartodei funkeji
(f(x,)) ma granice réwna zero.

Definicja

zbiezny do g.

Cwiczenie 1
Sformuluj definicje lim f(z) = g.

pi—
Jesli lim f(z) = k, to prosta y = k nazy-
wam}f ﬁ;ymptutq pozioma wykresu funk-
cji w .

Jesli r}__il_ﬂw f(xz) =1, to prosta y = [ nazy-

wainy asymptota pozioma wykresu funk-

Krzywe plaskie | ich asymptoty

nieskoNnczonosci

Niech f bedzie funkeja okreslona w przedziale (a: 0o ). Liczba g jest granica
funkeji f w oo (lim f(z) = g), jesli dla kazdego ciagu (z,) rozbieznego
e

do o0, 0 *E.Wraz-a{'.h-1'1:-119.:&541-.}*{'1‘1 do dziedziny funkcji f. cigg (f(x,)) jest

Wykres funkeji f ma w oo asymptote

pozioma § = 2, a w —00 — asymptote
[!j:l W —0Q. pozioma y = —1.
Przykiad 2
- s g 3— g2
Wyznacz asymptoty poziome wykresu funkeji f(z) = TRy
lim R lim _1-_2(5;_1._1) = lim Z 1l _ 1
r—no 2@%44 E—ao 3(24—;‘_,-) F— E+.‘e-'_3 2 Dlﬂ I{Eli[lﬂg{} N e N+I
; By e
n 220 T 22(F-1) _ 1 oo
ety DR pliige 4R 4 } 5
x x Sl Te—0x 1 (?_.-I—TI

Wykres funkeji f ma w o oraz w —oc asymptote pozioma y = —

B =

230



WicZenie <
Wyznacz asymptoty poziome wykresu funkeji f.

a) f(z) = 15 b) f(z) =21 ¢) f(z)= 2zt

142« x2-2 T

B 240 4, Rachunek rozniczkowy

Definicja

Niech f bedzie funkcja okreslona w przedziale (a; oc). Funkcja f ma w oo

granice niewlasciwa oo (lim f(z) = oc), jesli dla kazdego ciagu (x,) roz-
=05

bieznego do oo, o wyrazach nalezacych do dziedziny funkeji f, ciag ( f(x,))

jest rozbiezny do oc.

Przykiad 3
Funkcja f(z) = /& (wykres obok) ma w oo granice
niewlasciwa rowna oo.

Cwiczenie 3

Sformuluj definicje: P |
a) lim f(z) = —oc, b) lim f(z)= oc, ¢) lim flz)=—c0.
r— T—r—2C T——0c
Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkeji f i1 okresl granice 11n1 f(z) oraz 11111 f{:)
5

0 H 4

al fla)==gx b) f(z) =a° ¢) flz) =
Twierdzenie

Blnisedoes e - : oo dla n parzystych

. N s lim 2" = .
1 J!{l}ﬁ L =00 F——00 —oco  dla n nieparzystych
s lim {x =oc = lim {/r = —oc dla n nieparzystych
[ e B &

Cwiczenie 5
Oblicz granice.
2 Tim 2° m C2 ) 2 i U
a) ;-r!!-l}lw_- = b) wl_{l}lx = c) ;.-11-111 V.,_ d) J!1_113L o
Twierdzenie

w Jesli lim f(x) = i hm glx)=a>0, to lim (f(z)-g(x)) = .

H e B

X
o Jedli lim f(z) =00 i llm g(z) =a <0, to lim (f(z):g(r)) = —oc.

=030




[ = Jesli lim f(x)
=00

= Jesli lim f(x)

Przyktad 4
lim (227
T —20
Cwiczenie 6
Oblicz granice.

: 3
5 f ; : ¥ lim x&° = oc oraz
—62* — 1) = lim :1“*(2— %——) =00 =

=—o00 i limg(z)=a>0, to lim (f(z)-g(z))=—oc.
e 4 00
=—00 i limg(z)=a <0, to lim (f(z)-g(z)) = oo.

Sk

4.5, Granica funkegji w nieskoriczonosci

B .'1!3

= 2

, i _'_"1 ; i . 1
a) lim (100 + & — a?) b) lim (L + 22 + .'r'}) ¢) lim (2® + z)?
X p-s—ac \ 10 RS,
Przykiad 5
35, ; T Abv oblicave te granice, deielimy
. == A4-2e4-1 . zrrge 1 3 . B :
d') .ll.l.?.: 6r3—4x24z lll]i {“:i.-—%i +J—IL_ T 6 licznik i miancwnik przez najwyz-
: sz potege x 2 mianownika,
E 2a7— - EII-'——I-;
l . : — 1 = _—
| e L e
] Ty S ] - S 0
¢) lim Sl fim A E L =2=0
r—— i p4-2 R —r'_r'E'FT 1
Cwiczenie 7
Oblicz granice.
: —3x44-2x : G +4 a 4r—10
a) im ———— ¢) im ——— e) lim
) o 1—x2 ) penne Bz 4-1 ) r—nc THT
\ : da®+7 . al-1 . 8
b) lim d) lim ———= f) lim
) x——pc X+2 ) g {£4—1)2 ) r—x 4y —1
Zadania

1. Oblicz granice.

a) lim (20° —a2®+3)

I—+—2C

2. Oblicz granice.

¢) lim(x? —1)1

b) lim(22% —x+ 1)

L3

. da X 2591 : . 2340543
a) limm — gl i —s=—— iy M =—=r—lo
:] T— =2 ) o — :17'5-3:1.'-}-2 ) o —m0 -1
: 1—6x : daf—g341 x . dxd—3249
b) lim £ Hm 2wl i) lim ——
TR [ 2 | P TR T Lo T
: G2 —+=-1 : 22 —z43 - e |
¢) lim ——— g) lim ———— k) lim ——
) 0K r—3a® r:-:] I— — 3 } E——ag 2r+1
i Gl 2441 5 2p—1 : 203 fp—1
d) lim ——— h) lim ——— ) lim ————
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3. Oblicz granice.

a) llm

(z—1){1—x) . x{2x+1)(3x—1) : l.f—i—lj (4x—1)
s (1—6x)a+1) b) lim (z+1)(z2—2) c) oy (Br—1783-1)
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[p] 10.

¥y |
T I

Oblicz granice.
a) lim (Vz?+9—=x) b) lim i e ¢) lim (va? +1— )

T30 \.-""L‘+‘2 \-“'r-]"' =3
Oblicz graui{-.{g.

a) 1_11“ ? b) lim Vr? ¢ 11111 ( —T V"_'}‘)
il x £ e = T

Wyznacz asymptoty pﬂ:r:i-:}mr:' wykresu funkeji f.

a)Flg) = m“l—l—l ¢l fz)= % ¢} flag)= vfi
b) fle)= 2L ) fa) =T )= Y2

Wryznacz asyvmptoty poziome i pionowe wykresu funkeji f.
] ymptoty p P : ]

43 1 2x 41
8) f(z)=2E d) f(z) = = g) f(z)= ==
; 2e-1 . -3 - 1—x
b) Fla)= L:_:r e) flz)= s h) flz)= ﬁ
1-6x : " =1
o) (=)= 57 ) f(z)= 75 ) Fg)= ﬁ
Wyznacz asymptoty poziome i pionowe wykresu funkeji f.
s (1A= I v opran o 1—162%
a) flz) = /== b) f(z) = /2= o) Ha)= /1%

lim E ; :ni'(-_;_j-.-_r+1) . £l }%—'_1 &l = —=

= lim = Hm ——— = o
T——00 HE e T sy T l.“rl 2<
—z4/ 1 :
= lim = lim {—yw/ =41} =-1
TG £ r—+—02C e

Oblicz granice.
. Af144a2 . R wl _
a) lim i 5 b) lim 2 e ¢) lim

W/ :1"i
T—00 r T——0C & e \:5;' 81343

Uzasadnij. ze funkeja f(x) = sin 2 nie ma granicy w oc.
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*4.6. Ciaglosé funkgj
Definicja
Funkcja f: (a;:b) — R jest ciagla w punkcie z; € (a;b) wtedy i tylko wtedy,

gdy istnieje granica lim f(xz) oraz lim f(x) = fxq).
T—I

I

Uwaga. Analogiczng definicje przyjmujemy dla funkeji okreslonej w przedziale (—oc: b)),
(a;o0) lub w R.

Przyktad 1
Funkeja f(x) = %;r + 1 jest ciagla w punkcie zy = 4,
edyz Hml {:—]E-;r + 1) = 3 oraz f(4) = 3.

(0] Przyktad 2
Wykaz, ze funkeja:
: *+2 dazr<l
flz) =
4—x dlaxr>1
jest ciagla w punkcie xy = 1.

o[ 1

A

Obliczamy granice jednostronne w punkcie x, = 1:
lilll.l f(zr) = lim (2*+2)=3, lim f(z)= lim (4 —x) =3
r—1- r—1 x—l

e
Istnieje wiec granica: lint f(x) = 3. Ponadto f(1)= 3. wiec lin} b ik o E= o
Funkcja f jest zatem ciagla w punkcie x4 = 1.

D] Cwiczenie 1
Wrykaz, ze funkcja f jest ciagla w punkecie xy = 2, 1 naszkicuj jej wykres.

3 1

2) f(z) = { b—2° dlaz<2 b) f(z) = v dlaz < 2

x dla z = 2 (z—3)* dlaz>2
Przyktad 3 V1
Funkcja f, ktore] wykres przedstawiony jest na \ .
rysunku obok, nie jest ciagla w punkcie: | ) |
o 1, gdyz lim f(x) nie istnieje; : :

T— |




e 2o, gdyz lim f(2) £ flas). o = 73 ‘\ 5%

Ty

Jeshi funkeja [ nie jest ciagla w punkcie xy € Dy, to mowimy. ze jest nieciggla
w punkcie 7.

BN 244 4, Rachunek rézniczkowy

[b] Cwiczenie 2
Wykaz, ze funkcja [ nie jest ciagla w punkeie xy = 0, 1 naszkicuj jej wykres.

—x dla <0 ¢ —1 dla 2#£0
; B} = b} fla)=
) Ji { 224+1 dla >0 ) (@) { 0 dla =0

Przykiad 4

Dla jakiej warto$ci parametru a funkcja f jest ciagla w punkeie xy =

B |

4x?-1 :
— dla x #£ =
f[:".f_r} — 4.:]:"'.., ?é 2
a dlar=;
Obliczamy granice:
4z%—1 (22—1)(2x+1) Q41
lim f(x) = lim = lim = lim ===
i .éﬂ ) g—g dx—2 - 2(2x-1) gk 2

Funkcja [ jest ciagla w punkcie x5 = % wtedy i tylko wtedy, gdy j{%) =1
czyli dla a = 1.

Cwiczenie 3
Dla jakiej wartosci parametru a funkcja f jest ciagla w punkcie x, = 27

r2—4x44 P :
Torrt dla oz 2 2 2 —g? -3 dla 52

a) f(z) = T—2 b) f(z) =

a dla = =2 a? dla z=2
Definicja
Funkcje f:(a; b) — R nazywamy ciggla, jezeli jest ciagla w kazdym punkcie
przedzialu (a: b).

Uwaga. Analogicznie definiujemy funkeje ciggla okreglona w przedziale (—oc: b). (a; o¢)
lub w R.

Jesli funkeja f jest nieciagla w chocby jednym punkecie dziedziny, to méwimy,
ze jest nieciggla.

Jesli dziedzing funkeji f jest zbiér bedacy suma przedzialéw otwartych, to
mowimy, ze funkcja ta jest ciagla, jesli jest ciggla w kazdym 2z tych prze-
dzialow.

SRRy Z 1
Przyktad 5 ‘\



Funkcja flz) =
(—o0: 0)U(0; 00) jest ciagla, poniewaz jest
ciagla w kazdym z przedzialow (—oc;0)
oraz (0;00).

— pkreslona na zbiorze
I

jezeli jest clagla w przedziale (a;b) oraz:

4.6. Ciaglose funkgii

Funkeje f:(a:b) — R nazywamy ciagla w przedziale domknigtym (a: b),

lim f(z) = f(a) i lm f(z) = £(b)

Uwaga. Analogicznie definiujemy ciaglosé funkeji w przedziatach postaci (a;b) i (a; b)

oraz {a: o) i (—oc; b).

Yt | ¥ oo 14

&

ol 11 x o1 X ol 1 1 | T X
I‘i"} flz) = f(=2) lim g(z) = g(0) _,E"_I} i\ =)
lim f(z)= f(2) =0 1il‘{1+ filx) = h(l)
Funkeja f(z) = A — 22  Funkcja g(z) = T okre-  Funkeja h(z) = % — 1 okreélona

okreslona w przedziale

(—2;2) jest ciagla. jest ciagta.

Twierdzenie

= f + g jest ciagla w punkcie @y,
u f — g jest ciagla w punkcie g,
= f.g jest ciggla w punkcie g,

slona w przedziale ((); oc)

na zbiorze (—oci—1) U (1:00) jest
ciagla.

Jesli funkcje f i g sa ciagle w punkeie &y, to funkcja:

. i jest ciggla w punkeie @y pod warunkiem, ze g(z,) # 0.

Funkecjami ciaglymi sa miedzy innymi wielomiany, funkcje wymierne, funk-
cje wykladnicze i logarytmiczne, funkcje trygonometryczne (sinus, cosinus,
tangens, cotangens) oraz funkcje otrzymane z powyzszych w wyniku operacji

arvtmetycziych.

Przykiad 6
Funkcja f: R — R okreslona wzorem
flx) = |228L| (wykres ponizej) jest

ciagla.
45 VA

Jeshi funkeja f jest ciggla, to
funkeja y = | f(x)| rowniez jest
ciggla.

245 ===
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Zadania

@ 1. Wykaz na podstawie definicji, ze funkcja f jest ciagla w punkcie x;.

a) f(x) =222+ 1,20 =1 b) f(z) =&}, 2o =1

2. Zbadaj ciaglos¢ funkeji f.

2 dlar <3 , 2?23 a X =
8) flz) = { °d) f@) :{ =
dr+1 dlax>3 4 dlaz =3

dz—x2 e p e . > 11 ot
By fz) = { = dla x #£ 4 ol i) = { —I.—.r dla z £ 1
() dlaxz=4 3 dlaxr =1

& f(:r]:{ =22 dlae#0 g f(.r):{{—_;.-% dla z € R\ {-1,1)

() dla x =0 1 dla »€ {-1,1}

3. Dla jakiej wartosci parametru a funkcja f jest ciagla?

v ) z4+a dar<€] gy | GBF1  disipgd
a) f(z) = { 3 dla x > 1 o) F{g1= {2:1‘ —a® dlaz>2

2 _— 2 - P
r*—ar dax<3 azx+a* dlaz <1
b) flx) = : ., @) flx)=4 3 3
r—06 daz=3 =—g el
. . ¥ EEE
@ 4. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkecji i pooemen
[: R — R okredlonej wzorem f(z) = [z]. gdzie 1 BigF F
[z] oznacza najwigksza liczbe calkowita nie wiek- ik _f{JL ]; TN
sza od x. Podaj, dla jakich argumentow xr € R L
funkcja ta nie jest ciagla. OdpowiedZ uzasadnij. iy |

5. Dla jakich wartosci parametrow a i b funkcja f jest ciagla?
g 5;—-{; dlazeR)\ {0,1}

£

a) f(x) = { a? —1f dlaz=10

. 2sinb dlaz =1
T2 dlazeR\ {-2.2)
b) f(z) =4 42— ta dlaz=-2
i %Lﬂt’ib dlax =2

B TNa ialach smrbeadest marameafrrasar a3 b3 » BHinleeia F fecst criaoka?



P e ot (o b LB L by - Mk Faa R n e — o et R B Ry TR e s e g™ - 11 R gt P | F Ela et bary =] rir pomlasbres

e dlaz < -3 4. dlar<?2
8) fle) = b—1 dlazxz=-3 b) Flg)= br+1 dla2< <3
clz+1| dlaz> -3 —”':L“ dlax >3
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*4.7. Wtasnosci funkcji ciggtych

Twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich

Jesli funkcja f: (a;b) — R jest ciagla oraz f(a) # f(b), to funkcja ta przyj-
muje w przedziale (a;b) kazda wartosé liczbowa p znajdujaca sie miedzy
liczbami f(a) i f(b).

Jesli funkeja przyjmuje wartosci posrednie, to
mowimy, ze ma wlasnoéé Darboux (Jean Ga- f(b)
ston Darboux [czyt. za gasta darbu]. mate-
matyk francuski zyjacy w latach 1842-1917).
Powyzsze twierdzenie mozna rowniez stformu-
lowaé nastepujaco: jesli funkcja f:{a;b) - R P
jest ciagla oraz f(a) < f(b), to dla kazdej f(a)
liczby p € (f(a): f(b)) istnieje przynajmmnie;j
jeden argument ¢ € (a3 b) taki, ze f(c¢) = p.

3

O ac 3 5

Whniosek

Jesli funkcja f:{a;b) — R jest ciagla oraz:
fla) < 0. f(b) >0 lub f(a) >0, f(b) <0
to istnieje przynajmniej jeden argument ¢ € (a: b) taki, ze f(c) = 0.

D] Przykiad 1
Wykaz, ze wielomian w(z) = #? — 22° + 32 — 1 ma pierwiastek ¢ € (0;1).
Wielomian w jest funkcja ciagla w przedziale (0;1) oraz w(0) = —1 < 0
i w(l) =1 > (. zatem na podstawie twierdzenia o przyjmowaniu wartosci

posrednich ma on pierwiastek ¢ € (0;1).

0] Cwiczenie 1
Wykaz. ze wielomian w ma pierwiastek nalezacy do podanego przedzialu.

a} w(z)=—32"+62° +5, (0;2) b) w(z) = 2°—62°+2° -7, (—2;:-1)

Cwiczenie 2

™. = 3. 4 3 3 .1
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Funkcja f(x) = = jest ciagla oraz f(—1)=—1<01i f(1) =1 > 0, zatem
rownanie — = () ma pierwiastek w przedziale (—1:1).

|
T
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[0] Przykiad 2 FEEENT (BN
Uzasadnij, ze réwnanie & = 4 cos x ma rozwia- S I DI B S
zanie nalezace do przedzialu ((]: E)

Rozpatrzmy hunkcje f(r) = r—4cosx (wykres

il

obok). Jest ona ciagla w przedziale (fj: :;>+
fl0)=0—4cos0=-4<0
f(5)=5—4coss =%>0

Zatem na podstawie twierdzenia o przyjmowa-

niu wartosei posrednich funkcja f ma miejsce

zerowe w przedziale ([}; - ) , €O 0ZNacza, 2e row-

nanie:
r—4dcosz =)

ma rozwigzanie nalezace do tego przedzialtu.

@ Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze rownanie ma rozwigzanie nalezace do podanego przedzialu.

a) sing =3—22z, (0:%) b) vz +32=4, (1;2)

Ponizsze twierdzenie o przyjmowaniu przez funkcje ciggla wartosci najmniej-
szej 1 najwiekszej, zwane tez twierdzeniem o osigganiu kresow, ndowodnil
matematyk niemiecki Karl Teodor Wilhelm Weierstrass [czyt. wajersztras]
(1815-1897).

Twierdzenie Weierstrassa

Jesli funkcja f: (a:b) — R jest ciaggla, to w pewnym punkcie tego prze-
dzialu funkeja ta przyjmuje wartosc¢ najwieksza oraz w pewnym punkcie
tego przedzialu przyjmuje wartosé najmniejsza.

Funkcja ciagla w przedziale domknietym (a:b) przyvjmuje wartosé najmniej-
sza m oraz wartos¢ najwieksza M albo na koticach przedzialu (a:b). albo
w ktéryms z jego punktow wewnetrznych (patrz przyklady ponizej).

Y Y Y ¥

M -\ M —\ Mp--—~ M-~
\ N, Wi ey



. .

___.1._..
WL
e

| | \J! :v | Ja
[ | |
m,--Jl--—r- mp=l-—= : ' =
|
It :

Cwiczenie 4
Na rysunku obok przedstawiono wvkres funkeji
f:R — R danej wzorem f(x) = (|z| — 2)%. Po-
daj jej wartosé najmniejsza i wartosc najwieksza
w przedziale:

a) (—4;—-3), b) {—3;3), ¢) (—1:5).

Zadania

\I m -
|
|
b

- ==
iy

X 0| a

4.7, Wiasnosci funkgji ciaglych 249 s

1. Uzasadnij, ze réwnanie ma rozwigzanie w przedziale (—1;0).

a) a4+ 2r+1=0

b) #! —Ta —4=0

r.-.} 2% —1 =323

2. Uzasadnij, ze rownanie ma przynajmniej jedno rozwiazanie.

a) ° —dr+1=10 b) z° —x*+z+1=0

¢} ot 270 =

3. Wyznacz przedzial dlugosci %, do ktorego nalezy rozwiazanie réwnania.

a) 20% +4r—1=0 b) 22% — 622 +3 =0

¢c) ' —32°+3=0

4. Uzasadnij, ze rownanie ma rozwiazanie w przedziale (2;4),

ajﬁ%:ﬁ—l b) log, 2 = 32 — 3

nEp =2 _ 1.
¢) dsingr =3 — 32

5. Naszkicuj wykres funkcji f. ZnajdZ najwigksza wartosc¢ tej funkeji w prze-

dziale (2:4).

a) flz)=(x—2)* b) flz) = —(2—3)*+1

¢) flz)=(r—4)

6. Naszkicuj wykres funkeji f i na tej podstawie okresl, czy funkcja ta przyj-

muje wartos¢ najmniejsza.

Mfm:{m+4mm£¢mm mfm:{memewn

4—12* dlaze(0;1)

7. Naszkicuj wykres funkeji:

—3x—T dla = € (—
flz) =4 —2*+4z+1 dlazx e {—

—2x+10 dlaxz e (3;
i podaj wartosé najmniejsza m oraz wartos¢ najwieksza M funkceji g.

n\'I Ilf-ﬂlll— FJ'-,-_‘"J\_L'I | =% .ﬁ-ul'l'h-.ll— |4'.|"m15|

9; —
1

5)

1 dlaxze(1;:4)

3}

[ TS e, ISR off 1
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@ 8. Funkcja f: (:21 f} — R jest ciagla 1 dla argumentéw n bedacych liczbami
naturalnymi f(n) = (—2)". Uzasadnij. ze f ma co najmniej pie¢ miejsc
zerowych.

50 4. Rachunek rozniczkowy

*4.8. Pochodna funkciji w punkcie

W temacie tym zakladamy, ze funkcja f jest okreslona w pewnym przedziale
(a:b). Niech @y oraz x beda punktami nalezacymi do przedzialu (a:b).

Roznice h = & — xy nazywamy przyrostem ¥
argumentu funkeji (stad = = &y + h). fla)

Hﬁiui(.@ f{f‘:] = f{:rﬂ) == f{;-'!'-‘n + h} = f[:.'l"“;]
nazywany przyrostem wartosci funkeji.

loraz ﬂ_riﬂi (dla & £ xg), zapisywany tez Jf__[__{lf_l_
fleo+h)=flxg)
]

w postaci . nazywamy ilorazem | :

roznicowym funkcji f w punkcie xy. & To N ¢

lloraz roznicowy mozna inferpretowac jako srednia predkosc przyrostu funk-
cji f w przedziale (xq; ).

M Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego

Przypomnijmy, ze jesli prosta y = ax + b Vi
przechodzi przez dwa rézne punkty (i, y) if
. : iy |
i (20.92). to jej wspolezynnik kierunkowy
mozemy obliczy¢, korzystajac ze wzoru: "
I e
21
a = 2=

ra—i|

Jednoczesnie iloraz H jest rowny tangen- = [

0

sowi kata o (rysunek obok).

Twierdzenie

Wiapd6lezynnik kierunkowy prostej y = axr-+-b jest rowny tangensowi kata a.
jaki ta prosta tworzy z osia OX: tga = a.

Prosta, ktora przecina wykres funkeji w co najmniej dwoch punktach, nazy-
wamy sieczng tego wykresu.

L] " & .# & ."
Rozpatrzmy sieczna wyvkresu funkeji f przeci- f [:3}

najaca ten wykres w punktach Fy(xg, flxg))
i P(x. f(x)) (rysunek obok).




lloraz roznicowy “j:;{ L‘f“} jest rowny tangensowi
kata o, jaki sieczna P tworzy z osia OX ., a za-
tem jest rowny wspolezynnikowi kierunkowemu

siecznej P, P.

Cwiczenie 1

Oblicz wspolezynnik kierunkowy siecznej wykresu
funkeji f(2) = 2? (ryvsunek obok) przecinajacej
ten wykres w punkeie (0,0) oraz w punkeie o od-
cietej rownej: a) 1, b) 2, ¢) 3.

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = —(x — 1)* oraz
sieczna wykresn przechodzaca przez punkty o od-
cietych xg =1 1 ; = 2. Oblicz wspolezynnik kie-
runkowy tej siecznej.

B Pochodna funkcji w punkcie
Definicja

E=4T( s

ey =13 flz)—[(x0)
f (.M}) l!-l{[r-lu

=in

f(xo)

i ]
s —

)
/

4.8. Pochodna funkeji w punkcie 257

Jesli istnieje skoficzona granica lim L2290 6 oranice te nazywamy

pochodng funkeji f w punkeie 1 i oznaczamy f'(ig):

Uwaga. Mozna wykazac, ze jesli funkecja ma w punkeie zy pochodna, to jest w tym
punkeie ciggla, Jednak z ciaglodei funkeji w punkeie zy nie wynika istnienie pochodnej

(patrz zad. 4).

Przykiad 1

a) Oblicz pochodna funkeji f(a) = 2* w punkcie x, = 3.

= : . fﬁ_-Z - o= 7 ke

:l.:_ ;']_'—3 ﬂ.._!' "[‘—ra :].:_l

=lim(z+3) =06

T—3

b) Oblicz pochodna funkcji f(#) = a* w punkcie x, = 2.

k= prtiee, S 5 1 P ] ?
2= 1i1111: —H'L.i_'”z’] = i‘inJ}_: JT_E = ]illé (2 2}{_"::_;_2'r+4] o
= liIl%[;t-‘H +22+4)=12



A

n

wwikcenie o

Oblicz f'(xy).

&) fip) =28 25=1 c) f
b) fl#) =22%, 2x=41 d) f(:

4. Rachunek rozniczkowy

M Interpretacja geometryczna pochodnej

Zalozmy. ze funkeja f ma w punkcie x, po-
chodna. Wowcezas przy @ dazaeym do xy
sieczne wykresu funkeji f przechodzace przez
punkt F, (patrz rvsunek) .zblizaja sie” do
prostej. zwanej styczna do wykresu funkeji
w punkcie [,

Jlxl—f(xa)

-0

Przypomnijmy, ze iloraz roznicowy

jest rowny tangensowl kata. jaki sieczna P, P

tworzy z osig OX.

(rysunek powyzej):
f'(zy) = tga

Pochodna f'(x) funkeji f w punkcie x jest réwna tangensowi kata, jaki
styezna do wykresu funkeji f w punkcie Fy(xq. f(z)) tworzy z osia OX

Liczba f'(xq) jest rowna wspolezynnikowl kierunkowemu styeznej do wykresu

funkeji f w punkcie (2, f(2q)).

Zauwaz, ze o ile styczna do okregu mozna zdefiniowac jako prosta majaca
z okregiem dokladnie jeden punkt wspdlny, o tyle w przypadka stycznej do

wykresu funkeji takie okreslenie bytoby niepoprawne.

Y g Wi T
e = 1T %7

Ay s’

Prosta [ jest styezna do Prosta | ma jeden punkt wspal- Prosta [ jest styvezna do wy-
okregu w punkeie P, ny z wyvkresem funkeji f. ale nie kresu funkeji f w punkcie P
Prosta | ma z okregiem jest jego styczna. i ma trzy punkty wspdlne
jeden punkt wspdlny. z tvm wykresem.
Przyktad 2 Y4

Oblicz miare kata. jaki styezna do wykresu funkeji f(a) =
w punkeie (1, 1) tworzy z osia OX.

.'I-"?' ....... A ey ol B




Ay g JERIFGLY qe =R gl [l N@THRTAAY
FilY = 11111} e = Llﬂ} = 1"111} — =

1
=lim({e*+2+1)=3

Tl
Zatem tga = 3, stad a =~ 72°. 7)-

4.8. Pochodna funkeji w punkgie

Cwiczenie 4
Oblicz wspolezynnik kierunkowy stveznej do wykresu funkeji [ w punkcie
(2o, flxo)). Podaj miare kata, jaki ta styczna tworzy z osia OX.

a) f(z) =2% dGe=1 b)Y fla) =42 #a=-=1 &) fl£l=, #8=2

W7

Zadania

1. Oblicz pochodne funkeji f w punktach x; i z,.
a) fle)=2,20=38, 21 =286 d) f(x)
b} flz) =3z -4, zy=1,2:=5 e) flx
¢ flzg)=a—1, mg=1, @ = =1 f) f(x

2. Na rysunku obok przedstawiono Y
wykres funkeji f(x) = 2/x.
a) Oblicz wspélezynniki kierunko-
we siecznych PA 1 PB oraz wy-
znacz ich rownania. e 5 % v
b) Oblicz wspolezynnik kierunko- o O
wy styvezne] do wykresu funkeji f

poprowadzonej w punkcie P. =1 i e

3. Oblicz miare kata. jaki z osig OX tworzy stvezna do wykresu funkeji f
w punkcie (xg, f(ra))-

a) flz)= 22, o= —% B) fig) = i' zo=1 ©) fl@) =& = i
IE] 4. Przeczyta] podany w ramce przyklad.

Uzasadnij, ze funkcja f(x) = |r| nie ma po-
chodnej w punkeie xy = 0.

lim £&=10) _ lim B0 = o E =1
a—o+  x—0 r—0+ T— a—0F 2
lim L&SO) gy M = lim — =—-1

r—0" 4 - &= r—(— &

T x)—f(0
Oznacza to. ze lim Flx)—f(0)

St nie istnieje, czyvli funkcja f(x) = |z| nie
] ) 5=
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ma pochodnej w punkcie xy = 0 (chociaz jest ciagla w tvin punkcie).

Uzasadnij, ze funkcja f nie ma pochodnej w punkcie .

Fo =2 b) f(z)=z+ |z|, 2o0=0

B 254 4. Rachunek rdzniczkowy

*4.9. Funkcja pochodna

(D] Przykiad 1

Wykaz, ze funkcja f(z) = 2% ma pochodna w dowolnym punkcie =, € R.

Obliczamy granice ilorazu réznicowego:

. flx)—flza) e . (z—mxo)(x+z0)
lim = |im = lim =
Br—T0 ittt m—g a2 I—In L—In

= lim (& + o) = 2z,
e

Zauwazmy, ze mozemy okresli¢ funkcje, ktora kazdej liczbie x, € R bedzie
przyporzadkowywac wartos¢ pochodne) tunkeji f w punkeie @, rowna 2.
Mamy wiec dwie funkeje — funkcje f: R — R, dang wzorem f(x) = z*. oraz
funkcje f': R — R, dana wzorem f'(z) = 2.

Definicja

Jesli funkcja [ ma pochodna w kazdym punkcie x pewnego zbioru (beda-
cego przedzialem otwartym lub suma przedzialow otwartych), to w tym
zbiorze okreslona jest funkcja y = f'(x), zwana funkcja pochodng funkeji f

luby krétko pochodna funkeji f.
O funkeji f moéwimy, ze jest w tym zbiorze rézniczkowalna.

@ Cwiczenie 1
Wykaz, ze:

a) funkcja stala f(x) = ¢ ma w kazdym punkeie xy € R pochodng réwna 0,

b) funkcja f(z) = x ma w kazdym punkcie z, € R pochodna réwna 1.

Wzory na pochodne zwykle zapisywane sa krotko:

N — LTS : R AN R LS | i
(¢) = 0, gdzie ¢ — stala (2%) = 22 (1) ==L dlaz#0
(2)i=1 (sl =3s (V) =gz dlaxz >0
Uwaga. Wzory (z) =1, (z*) = 2z, (z°) = 3z, (%jF = —-y sq szczegOlnymi przy-

padkami wzoru podanego nizej.



Twierdzenie

Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0: (2") =na™ ! dla x € R.
Dla dowolnej liezby catkowitej n < 0: (2") = na™ ! dla 2 € R\ {0}.

4.9, Funkcja pochodna 250 IS

Przyktad 2
Oblicz pochodna funkeji f(z) = #* w punkcie x5 = 7.

f'(z) =2z, zatem f'(T)=2-T7 = 14.

Cwiczenie 2
Oblicz pochodna funkeji f w punkcie .

a) flz) =2% #a=-=5 b)) flg)= —1_- Th

|
s
-
=
L
I
g
I
sle

Cwiczenie 3
Rozwiaz rownanie f'(x) = 2.

a} fiz) ==° b) f(z) == ¢} flz)= %

Podany obok wzor na pochodna funkeji f(x) = 2", zwa-
nej funkeja potegowa, jest prawdziwy dla dowolnego wy-
kladnika @ € R\ {0} i @ > 0. Na przyklad dla funkeji

f(a) = o=

'r B
J'lx) = (¥ 1'-}F = (?ré) = f.l"r_ﬁ == ."-l_ 5

B Réwnanie stycznej

Przykiad 3
Wyznacz rownanie styeznej do wyvkresu funkeji f(z) = =
w punkcie (2,4).

2

Réwnanie stycznej zapisujemy w postaci y = ax +b i ob-
liczamy je] wspolezynnik kierunkowy a:

iz} =20, zatem a= f(2) =2-2=4

Styezna ma wiec rownanie y = 4x + b. Aby wyznaczyé
warto$¢ b, podstawiamy wspolrzedne punktu (2.4) do
rownania stycznej: 4d =4 -2 + b i stad b = —4.
Otrzymalismy rownanie stycznej y = 4o — 4.

@)

Prosta o wspolezynniku kierunkowym a przechodzaca przez punkt (xq. f(xy))
dana jest réwnaniem y — f(xy) = a(@x —xy). Aby wyznaczy¢ rownanie stycznej
do wykresu funkeji f w punkeie (g, f(xq)). mozemy skorzystaé¢ z ponizszego
WZOr1L,



Jesli funkeja f ma w punkcie &y pochodna. to styczng do wykresu tej
funkeji w punkeie (g, f(xq)) jest prosta o réwnaniu:

y— flxo) = f'{xo)(x — x0)

B 256 4. Rachunek rdzniczkowy

Cwiczenie 4
Wyznacz rownanie styeznej do wykresn funkeji f w punkcie P.

a) f(xz) =z% P(3.,9) h) flz) =27, P(=2,4) <) flzg)=2> P(1.1)

Zadania

1. Na podstawie definicji pochodnej wyprowadz wzor.
a) (2°) = 3%" b) (%)J = —=, 2#0 (V) = L_ﬂ >0
2. Wyznacz réwnanie styeznej do kare.qn funkeji f w punkcie o odciete] xy.
a) f(2) =122 2o=-=4 b) fla)=2% 20=-3 ¢} flz2)==, 2=3
3. Przeczyta) podany w ramce przyklad.

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(x) = x* tworzacej
z osig OX kat 30°.

ST ) ."ﬁ
tg 30° ‘%“., wige szukamy punktu rg, dla ktérego f'(x) = 2xy = 5.
Stad ¢y = -*;—i oraz gy = f(xg) = 5. Zatem styczna ma réwnanie

1 3 /3 i e - 1
f—s=Xr—%) wuhiy=23r—5.

Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkeji f(x) = &° tworzacej z osia
OX kat: a) 45°, b) 607, ¢) 150°.

4. Wyznacz punkt (xq, f(rg)), w ktérym styezna do wykresu funkeji f jest
rownolegla do proste] y = 6x — 11.
8) fleg)=x* b) f(z)==a" e) flz)=+=

5. Wyznacz punkt (xg, f(xy)), w ktérym styezna do wykresu funkeji f jest
prostopadla do prostej y = —3x + 7.

L R X s : Jf e, .

a) fla) == b) flx)=a c) f(z)=yz

6. Czy istnieje styczna do wykresu funkeji f majaca wspdélezynnik kierun-
kowy rowny a? Jezeli styczna istnieje. to wyznacz jej rownanie.

a) fla)=u2° a=3§ b) flz) =2, a==4 &) flz)==, a=-1

E' 7. a) Wykaz, ze prosta y = 2r + L jest styczna Y
do wvkreenn funleeti fir) = /v w vunkele




T T R U S e oLy LR Sl L. S | TR s e S e S R

o odeietej xy = 1. T Y _:\,".T
b) Korzystajac z przyblizenia /o =~ %J + %ﬂ : . ' ' |

oblicz /1.2 1 \/0.9. Poréwnaj otrzymane wy- _—| _

niki z wynikami uzyskanymi na kalkulatorze. 0 1 | X
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*4.10. Dziatania na pochodnych

Twierdzenie

Jesli funkcja f ma pochodna w punkcie @ oraz ¢ jest dowolna stala. to:

(c- f(2)) = ¢ f'(x)

Przykiad 1
a) (3} =3(2*) =322 =623 b) (5z*) =58(z*) = 5(—427°) = -5

Cwiczenie 1
Wyznacz pochodna funkeji f.

a) flxz)= 12x* ¢) flz) = 427 e) flz)= 2x 6
b} f(z) =0,52° d) flz) =6z i é\f/;

Pochodna sumy i pochodna roznicy funkcji

Jesli funkcje f i1 g maja pochodne w punkcie x, to:

(f(x) +g(x)) = f/(2) + ¢'(x) oraz (f(z)—g(x)) = f'(x) - ¢/(x)

Przyktad 2
a) (.‘I.'E + 3z —1) (:I?"?)' +3(x) —(

b) (24% +4 — &+ 1) = 2(a?) +4(

a—

Il

Y =2 +3
)—UT+UT=M3—$1Jde#U

Fl.-.-.l-

)

Cwiczenie 2
Wyznacz pochodna funkeji f.

a) flz) =2z"—32>4+6 ¢) f(z) =3z — 4z +3
b) F) = é.rrf’ + 3zt — Tu® -2 d) fli) = %w“ - E_Ir — 2z

Pochodna iloczynu funkcji

Jesli funkeje f 1 g maja pochodne w punkeie z, to:

(f(z) - g(e)) = f'(x) - g(x) + f(z) - ¢ ()



Przyktad 3
a) (22/T) = ()T + 22(VT) =

dlaxz >0
b) ((z* +1)(x* —4)) = 2x(x® —4) + (2* + 1)32* = 52" 4+ 32* — 8z

2 1 — 9. T E
55 =2V + 5e/T= g2V
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Cwiczenie 3
Wryznacz pochodng funkeji f.

a) f(z) =2xv/x — 4z +2 d) f(z) = (2 +x* — 4)(4z* — z°)
b) fla) = 4257 + 67 &) f(z) = Va(35 — a?)
Q) f(2) = (2% - 4)(a* +2) ) f(z) = Va(a! +4ya)

Pochodna ilorazu funkcji

Jesli funkcje f i g maja pochodne w punkcie x oraz g(x) # 0, to:

(Lﬂ) A fa)gle)—flx)g' (x)
glz) (g(x))?

Przyktad 4

R " (@ (z=1) —a?(z-1) _ 2z(z-1)-=2%1 _ 2?-2a
(.1:—1) (z—1)2 =i tme—=r—m dlagl

Cwiczenie 4
Wyznacz pochodna funkeji f.

a) flie)= .JTE b) flx) = :!:2—_2:' ¢) flx)= ]_'va

2242

[b] Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze jesli funkcja ¢ ma pochodna ( i )r ()

w punkcie x i g(x) # 0, to prawdziwy jest
wzor podany obok.

Cwiczenie 6
Wyznacz pochodna ful'lk{'.ji A

a) flr)= .._1_ y) fla) = -:+3 ¢) fle)= En.,f;—'-l

i

Zadania

1. Wyznacz pochodna funkeji f. Oblicz f/((
a) flo)=—-3x*+a+4 d)
b) fla) =4z — 52+ 1 e)
¢) flz) =22 +4x—6 f)



Z. Wyznacz pochodng tunkej f.

a) f(z)= (22— 1){(x+3) d) f(z)=(a* —1)(2z* — 5)
b) f(x) = (z* —1)(z* + 2) e) fle)= (2 +20*+1)(2* — 2 + 1)
¢) flz)=(1-32%)(2%+2z) £) flz)=(x—2)*1—-2%

4,10, Dziatania na pochodnych 250 s

3. Okresl dziedzine funkcji f. a nastepnie wyznacz jej pochodnag i okres] dzie-
dzine pochodne;.

a) fla) =3 ¢) flz) =2 i) fle) = &2

241 1—ax2 —
;,]‘2 :2—.‘" I
b) fla) == f) fla)=2ZH D fE)=gg+2
Ha—1 3 1 2
o) flz) =3 g) fl=) =" k) flg)=v=—=
N | N i - | L - 1
{1] JF(]'} T 3x—-1 h) f(?) a z+1 I) f(l) T oa3-2 4

4. Okresl dziedzine funkeji f, a nastepnie wyznacz jej pochodna i okresl dzie-
dzing pochodnej. Oblicz f'(1) 1 f'(4).

) f@)=va(1-2) o) flo)==%5 o fl@)==-4¢T

B

b) (@)= (VE+1)(@—5) d) fl@) =52 D f@)= Vaa+ V)

@ 5. Przeczytaj podany w ramce dowdd wzoru na pochodna sumy funkeji.

Dowad
Wyznaczamy pochodng sumy funkeji f i g w punkeie xg.

(f(xo) +g(xe)) = lim [/ () +a(=)] =[x talza)] _

Ll L—=iEpn

= lim LAGe)—Flaea) | +Hale)—glxa)] _

w—En =Ty

— lim flz)=f(zg) P glr)—glay) ZIF(IU} _{_ﬂf{ﬂm}

L .'L'"‘TH =0 :.I:""-T:[l

Udowodnij wzér na pochodna réznicy funkeji.
@ 6. Przeczytaj podany w ramce dowdd wzoru na pochodna iloczyvnu funkeji.
Dowdd

Wyznaczamy pochodna iloczynu funkeji f i g w punkcie xy.
flx)glz)—f(xo)glzo) _

I—Ip

(f(x0) - g(20))" = lim

— lim fla)g(z)—S(za)gle)+f(xo)gl@)—f(xo)-glxa) _

=T L—T0

[(x)-g(x)=f(@o)g(@) | o flao)g(@)~f(zo)glee) _

= lm




=m0 J-'_ﬂ:| ] a0 £E—Lyp

= lim I{mj_ﬂm"‘}*g{:r} + lim f{:;ru)a”{wj_mm“} = f'{xo)-glxo)+f(z0) ¢ (x0)

DT =0 I L—=In

Udowodnij wzor na pochodna ilorazu funkeji.
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7. Oblicz wspolezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkeji f w punkcie
o odcigte] xy.

o —4: 3x%-1

a) flz)= fﬂ,++l g =1 L'J flz)= JI—;-:E s Bp=a
w4 43e—1 ' 3x—5

b) f(z) = 15—, @ =2 d) f(z)= S mo=4

8. Wyznacz rownanie styeznej do wykresu funkeji f w punkcie o odcietej ap.

a) fla)=2? = 3w +1, 29 =2 &) f(z) = avE+4, m=14
2 : 2 ‘
b) flz)= % xg=1 E] )= rr j_; . To=—9
342 r+1)(x—2
Q) fla) =5 m=1 ) fla) = EEIED, gy =
224 p—1 . T
d) f(z) = % xp = —1 k)Y flx)= ﬁ Bo=2

9. Czy istnieje prosta o wspolezynniku kierunkowym réwnym a styczna do
wykresu funkeji f7

a) a=0, f(x)= (2> +1)(4 - z) c) a=2, flr)=Ve+a

b)a=-1, f(x)= i;i_: d) a=0, flxr)= .r-Eil

10. Wyznacz réwnania styeznych do wykresu funkcji f réownoleglych do prostej
Yy = -2z + 3.

a) flz)= 22 b) f(z) =2z + 1

r+1 T

Twierdzenie

Kazda z funkeji trygonometrycznych: sinus, cosinus. tangens i cotangens
ma pochodna we wszystkich punktach swojej dziedziny.

(sinz) =cosz, € R (tex) = B E R\ {5+ km:k € Z}
(cosz) = —sinz, ¢ € R (ctga) = — qml._:r, z € R\ {kn:k € Z}

11. Oblicz f'(Z) i f/(%).
a) f(x) =sing b) f(z) = cosx ¢) flx)=1tgx d) f(z) =ctga

12. Wyznacz pochodna funkeji f.



a) flo) =sinzrcosx

b) f(z)= (2x + 1)sinz

(:) f(;!'.‘}

(° + 3) tga

d) flz)=sin"x g)
p) f{_—;:} =T Ctgr h)
¥

£) flz) =

4.10. Dziatania na pochodnych

flx) =cos*x
Sin
e ——
f( } l+cosax
; l—sina
f{?} = CoR T

*4.11. Pochodna funkcji ztozonej

Aby obliczy¢ wartodé¢ funkeji h(x) = 2r — 6 dla argumentu = € (3;00). wy-
konujemy kolejno operacje: najpierw mnozymy ten argument przez 2 i odej-

mujemy 6, a nastepnie obliczamy plerwiastek kwadratowy z otrzymanej liczby.
Funkeja h jest zlozeniem dwdch funkeji: f(x) = 20 — 6 oraz g(x) = /.

I

Na przyklad dla x = 5:

Definicja

§— 2.5

f

Qe —6

9

V2xr —6

— 6 -1 /4, zatem h(5) = 2.

Jesh f: X —=Y i g:Y —T, to funkcje h:X — T okreslona wzorem
h{x) = g(f(x)) nazywamy zlozeniem funkcji f i g.

Funkeje f nazywamy funkcja wewnetrzng, funkcje g

Zlozenie funkeji f i g mozna réwniez zapisac: (go f)(x).

funkeja zewnetrzng.

Uwaga. Skladanie funkcji nie jest operacja przemienna — funkcje f o g oraz g o f nie
musza byé réwne.

Przykiad 1
Niech f(z)
nych:

hi(z) = g(f(x)) = sin

Przykiad 2

2

I

ho(x) = flg(x))
Y4

. glr) = sinz. Ponizej przedstawiono wykresy funkcji zlozo-

" 2
=Ssm r

SR

0

i .I‘T.g '
1 X

Podaj dziedzine i wzdr funkeji zlozonej h, jesli f jest funkcja wewnetrzna,

a g — funkcja zewnetrzna.

ey

T P

-.r_"'j

.r'rf l'l1- | —
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Dy = (2;00), h{z) = g(f(x)) =gz —2) = vz —2.

b) f(z) =+, g(a) =2 —2
Dy, = (0:0¢), h(z) = g(f(x)) = 9(Vz) = V& - 2.
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Cwiczenie 1
Podaj wzér funkeji h(x) = g(f(x)). Okresl dziedzing funkcji h.

a) flz)=2*+4, gx)=+x ¢) flz) =z, glz)=2c—4
b) f(x) =27 -1, g(x)= V& d) f(z) = vz, g(x)==

Twierdzenie

Jezeli funkeja f ma pochodna w punkcie x4, a funkcja ¢ ma pochodna
w punkcie f(xy), to funkcja h = g o f ma pochodna w punkcie z; oraz:

W (20) = (g(f(20))) = g'(f(x0)) - f'(0)

Przykiad 3
a) Wyznacz pochodna funkeji hz) = (20 + 1),
Funkcja h jest zlozeniem funkeji f(z) =2z + 11 g(x) = »*, zatem:
W(z)=3(22+1)2-(22+1) =32z +1)2.2 =
=06(4a* + 40+ 1) =242 + 240 + 6
Pochodna funkcji h mozna réwniez wyznaczyc. korzystajac z tego, ze:
(22 +1)% = 82% + 1222 + 62 + 1
b) Wyznacz pochodna funkeji b(x) = (322 + 1)°.
Funkcja h jest zlozeniem funkeji f(x) =32 + 11 g(x) = 2°, zatem:

h’f.‘}") == 53(3.?‘2 - l:l" . {3:1‘2 + l)I = 5(3:32 R l)'l bt = 3[]1.‘{3:[?2 S l}'i

Cwiczenie 2
Wyznacz pochodna funkeji h.

a) h(z) = (22% - 1)? ¢) h(z) = (322 + z)?
b) h(z) = (2* — 3z)’ d) hiz) = (4 + 6)"
Przyktad 4

a) Wyznacz pochodna funkeji h(z) = a2 4 1.
Funkeja h jest zlozeniem funkeji f(x) = 2* +1 i g(z) = /x. zatem:
h(zx)= S S (z¢ 4+ 1) = - O = —=

24/ e 41 24/ 241 w241




b) Wyznacz pochodna funkeji hiz) = 2t + 22°.
1 dxd+da 2w{x?+1)  _ 2x(2®41)

Wig) = ——e—= ;j_'"'i—l—z;r:g":—-——___-_____
() 24/ £142x? ( ) 24/ ot 4222 Va2 /a2 42 lz|a/ 2242

Zauwaz, ze dziedzina funkcji h jest R, a dziedzing funkcji i -~ R\ {0}.
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Cwiczenie 3
Wryznacz pochodna funkeji h. Okresl dziedziny funkeji A 1 A'.

a) hiz) =+v4z2 +1 &) hlz) =
b) iz} =32% 42 d) h(x) = +/4+

Zadania

ﬁ
H -

=

1. Wyznacz pochodna funkeji f. Oblicz f'(0) 1 f'(1).
a) fz)=(z+1)° c) flz)=(1—a)° ) flx) = (3x +3)E‘
b) @)= (1+22)* ) fl@)= (42 +2)° ) f(x) = (52'—62+2)°
2. Wyznacz pochodna funkeji f. Okresl dziedziny funk['ji f iy i
a) fz)=vZTr =3 ¢ f(a)=VPF2z o) fla)=ViPta
b) f(@) = VBEFT  d) fo)=VEE—Bx ) fl.’ —VI—%
3. Wyznacz pochodng funkeji f. Oblicz f’{t})
a) f(z) = (Te—1)*(2e +1)? <) fle) =a®VAz F 1
b) f() = (a* — 1)3(3 — a)? Q) f( ST—Ta
4. Wyznacz pochodna funkeji f. Oblicz Hl)

; SR s - Y = H
a) flx)= A b) fiz}=

6. Dane sg funkeje f(x) =20 + 2, g(x) = =. Oblicz A'(1), jezeli:
tl.:l h.:fﬂgi_ l)fl.:ch.

6. Znajdz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f w punkcie o odcietej xg.

a) f(x)=vVx24+5, xy=2 b) f(x)=V3zx+4, zy=-1
7. Rozwiaz réwnanie f(g(x)) = g(f(x)), jeshi flz)=2x+31ig(x) ==

8. Wyznacz pochodng i'unl{-:-ji i

a) f(x)=sindx flz) = E* 1} flz)=cos*z
J ( = COS DT ( .E) — ( —_ 1]1 _J;! f(;"l = sin® o
c) fl} te(6r — 1) f-,) flx)=cos(z2—=1) k) flz)=te(l — z3)
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d-} f[*::} = '-.11] o | 11} f{r} = Hillg-.?..' | 1}' f(r] =tg*r

4, Rachunek rdzniczkowy

*4.12. Interpretacja fizyczna pochodnej

Przypusémy, ze punkt materialny (lub krotko punkt) porusza sie po osi licz-
bowej, a funkcja s opisuje jego polozenie w chwili f.
(1 -ﬁ'(ﬂ:]] -ﬁ{f:l

Predkos¢ srednia punktu w przedziale od t; do { wyraza sie za pomoca wzoru:

. s(t)—sltp)
g7 I.—EI[__I

Predkod¢ w chwili ty, cayli predkodé¢ chwilowa v(ty), okreslamy jako granice

illorazu roznicowego przy t dazacym do ty:

. s{l)l—siln
=y

Zatem v(ty) = '(ty), czyvli predkosé chwilowa jest pochodna polozenia wzgle-
dem czasu.

Przyktad 1 s{m]
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji s opisujacej polozenie punktu po-
ruszajacego sie po prostej w zaleznosei od

czasu . 200 ey

« Wspolezynnik kierunkowy siecznej AB
wykresu funkecji s jest réwny predkosei
sredniej od chwili t; = 4 do chwili £ = 10;

fie == M0 -2(4) 100
o 10 — 4

e Wspdlezynnik kierunkowy stycznej do
wykresu funkeji s w punkeie A jest réwny
predkosci w chwili 1) = 4: 20

v(4) =1imw = 5'(4) 0 12345678910 [
1— -~

» Wspolezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkeji s w punkcie B jest
rowny predkosci w chwili £ = 10:

i s(t)=s(10)
v(10) = :113}%] e = (10)
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Polozenie punktu na osi liczbowej w chwili ¢

opisuje wzér s(f) = ¢*. Niech ¢, = 1, t, = 2, -‘-*'{=]} . -‘5(:2} — :-‘-‘{:3]
ty = 3. Obliez predkosé Srednig od chwilit;,do 0 1 2 3 4 5 6 7 8 8

chwili ¢4 oraz predkosci w chwilach #,, 5 1 f3.

4.12. Interpretacia fizyczna pochodne)

Jezeli cialo wyrznucono pionowo w gére (z poziomu ziemi) z predkoscig poczat-
kowa vy, to funkeje h(t) = vyt — -'fg oraz v(t) = vy — gt opisuja odpowiednio
wysokos¢ h. na ktorej znajduje sie cialo w chwili ¢, oraz predkosé v, z ktora
porusza si¢ ono w chwili ¢ (g = 9.8 % jest przyspieszeniem ziemskim).

Pl‘zykiad 2 h,l]n]‘ : i
Metalowa kula zostala wystrzelona pionowo w gé- hit) =294t — 4,95
re (z poziomu ziemi) z predkoscia poczatkows P 4 ' |

vg = 294 m/s. Po poadstawieniu wartosci vy i g
do wzoru: il
I F2 W

otrzyvmujemy funkeje: 20
h(t) = 29,4t — 4,9¢*

opisujaca wysokosé, na ktorej znajduje sie kula

w chwili £. W tabeli podano wysokosei, na ktorych

znajdowala sie kula w kolejnych sekundach.

10

00 1 2 3 45 6 ¢

Wylkres funkeji ft opisujacej

tig] () 1 9 3 4 5 6 wysokost, na ktérej znajdo-
wala sie kula w chwili 1.

him] | 0 |245/39.2 441392 245 o

tvm/s]
304

20

Cwiczenie 2

a) Sprawdz, czy jesli funkcja h dana jest wzorem

h(t) = 29,4t — 4,9¢°, to jej pochodna jest funkeja 10}~
u(t) =294 — 9.8t 0

u(t) =29.4 — 9.8t

b) Przerysuj do zeszytu i uzupelnij tabele, wpisu- 10
jac predkosci metalowej kuli z przykladu 2. w ko- i
lejnych sekundach. =
t[S] 0 l 2 3 4 9 6 Wykres lunkeji v opisujace]

??[l’llf’.‘i]- ,? .? 4 7 ' ?'" V. 9 7 ?' -? i predkosé, # ktéra poruszala
- / sie kula w chwili f.

Pojawienie sie znaku minus w obliezeniach (dla { = 4) dwiadezy o zmianie zwrotu wektora
predkosci — kula najpierw poruszala sie w gére, a potem w dol.

Zadania

265 ==



1. Przyjmujac, ze droge przebyta przez spadajace swobodnie cialo opisuje
funkcja s(t) = 4.9 - t* (gdzie droga mierzona jest w metrach, a czas w se-
kundach), oblicz predkosci ciala w chwilach £, = 1 1 t; = 3. Odpowiedz?
podaj w m/s i w km/h.

B 266 4, Rachunek razniczkowy

2. Na Marsie przyspieszenie grawitacyjne wy-
nosi okolo 3,7 m/s*, zatem funkcje opisujaca
droge przebyta przez swobodnie spadajace cialo
mozna przedstawi¢ w postaci s(t) = 1.85¢2,
gdzie droga mierzona jest w metrach, a czas
w sekundach. Oblicz predkosci w chwili t = 4,
jakie osiggnie swobodnie spadajace cialo na
Ziemi oraz na Marsie. Odpowiedz podaj w km/h.

3. Cialo wyrzucone pionowo w gore z powierzchni

s il

Marsa z predkoscia poczatkowa vy = 18,5 m/s g5 i |
znajduje sie w chwili £ na wysokosci: L iﬂ':h“} .

hit) = 18,5t — 1,85¢° 40
Oblicz predkosc, z ktora poruszalo sie to cialo Lo ~:
w chwili £ = 5. 30) £
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji: e

h(t) = 18,5t — 1,85¢2 S -t bd
oraz dla poréwnania wvkres funkeji: g L .hb{!"} ;

ho(t) = 18,5t — 4,9t 10 oo
opisujacej wysokoSé, na jakiej znajdowaloby sie R IR R O 0 T
w chwili ¢ cialo wyrzucone z ta samg predkoscia po- : EEE TS f[j]
czatkowa # powierzchni Ziemi. 2 4 6 &8 10

Czy wiesz, ze...

Przypusémy. ze punkt porusza sie po osi liczbowej, s (; } {+f}:
v(ty) o(t

a funkcja v opisuje jego predkosé w zaleznosci od ezasu £,
Przyspieszenie srednie w przedziale od t; do t wyraza sie za pomoca wzoru:
v(t)—v(ty)
L—1g
Przyspieszenie a(ty) w chwili #, jest pochodna predkosci:

. v(t)-v(lp)
alty) = ,ln:rll =

Ly

4. Predkosé, z ktora punkt porusza sie po osi liczbowej, jest wyrazona za
pomoca funkeji v. Oblicz preyspieszenia w chwilach ¢t = 1 oraz t = 4.



a) v(t) =4 b) v(t) =1 —1t

¢) v(t) =1 — 4t* + ¢

5. Wrysokos¢é w metrach, na jakiej znajduje sie kula wystrzelona pionowo

w gére, jest opisana za pomoca funkeji h(t) = 24,5t — 4,9¢*. Wyznacz

funkeje opisujaca predkosé oraz funkcje opisujaca przyspieszenie tej kuli.

4.12. Interpretacja fizyczna pochodneg] 267

Rachunek rozniczkowy i catkowy

Rachunek pochodnych (zwany takze rachunkiem rézniczkowym) stworzono
w XVII w. Wraz z powigzanym z nim rachunkiem catkowym stat si¢ podstawa
rozwoju fizyki klasycznej i astronomii. Umozliwil m.in. opis ruchu cial (w tym
planet) za pomoca rownan wiazacych ze soba wielkosci takie jak czas, droga,

predkosc i przyspieszenie,

Za tworcow rachunku rézniczkowego i catkowego uwaza sie dwoch uczonych: Isaaca Newtona
[czyt. izaaka niutona) | Gottfrieda Leibniza [czyt. gotfrida lajbnical.

Sir Isaac Newton
(1643-1727)

Matematyk, fizyk | astronom angielski.
Stworzyt rachunek rézniczkowy przy
okazji prowadzonych badan — byto to
dla niego uzyteczne narzedzie, ktore
umozliwito mu sciste sformutowanie
praw fizyki dotyczacych ruchu cial
oraz prawa powszechnego ciazenia.
Z prac Newtona mozna sie dowiedziec,
w jaki sposob to narzedzie wykorzy-
stywal, nie ma w nich jednak zadnego
wykladu teoretycznego na temat
rachunku rézniczkowego i catkowego.

Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716)

Niemiecki filozof | matematyk.
Pierwszg prace dotyczaca rachunku
rozniczkowego i catkowego opubliko-
wat w 1684 r. Przedstawit w niej m.in.
reguly rézniczkowania iloczynu i ilorazu
funkcji oraz wzor na pochodna funkgii
potegowej. Opublikowanie tej pracy
przez Leibniza wywotaio w Anglii ostre
dyskusje. Oskarzono go o plagiat -
zarzucano mu, ze poznat metody
Newiona podczas pobytu w Londynie
w 1673 r. Spor trwat nawet po smierci
uczonych. Dzis przyjmuje sie,

Ze Newton i Leibniz dokonali tego
odkrycia niezaleznie.
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Rachunek rozniczkowy
umozliwit opisywanie zjawisk
zmieniajacych sie w czasie.

*4.13. Monotonicznoscé funkcii

Przyktad 1
| Yﬂ |
fio) = _
_ ' - p?
1 A
1 X X
Funkcja [: R — R okreglona za pomoca Funkcja g: R — R okredlona za pomoca
wzoru f{x) = x jest rosnaca. Jej pochodna wzorn glaz) =@ jest rosnaca. Jej po-
jest funkecja f'(z) = 1. Dla kazdego r € R chodna jest funkeja ¢'(x) = 32°. Dla kaz-
zachodzi nierdwnosé f'(x) > 0. dego & € R zachodzi nierownosé g'(a) = 0.

Ogolnie prawdziwe jest ponizsze twierdzenie,
Twierdzenie

= Jesli funkeja f w pewnym przedziale (a; b) jest rosngea i ma pochodna.
to f'(x) 2 0 dla kazdego x € (a: b).
m Jesli funkeja f w pewnym przedziale (a:b) jest malejaca i ma pochodna,
to f'{z) < 0 dla kazdego x € (a:b).

Uwaga. Przypomuijmy, ze pochodna funkeji stalej w pewnvm przedziale jest w tym
przedziale rdwna 0.

v
Przykiad 2

Funkcja f(z) = Z';:JF" — 3 (wykres obok):

» jest malejaca w przedziale (—oc:0),

e jest rosnaca w przedziale (0:o0c).

Jej pochodna jest funkcja f(z) = .

Dla x € (—o0;0) zachodzi nieréwnos¢ f'(x) < 0,
FISE UL | (o e =Ry, Tl ey e e el gl T R



L i = R LLIGLAAWY LGk f y o ) == U i ] i |

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = —a* + 4 i podaj jej przedzialy monotonicz-
nosci. Okresl znak pochodnej funkeji f w tych przedzialach.

4.13. Monotonicznose funkcji 269 s

Czy na podstawie znaku pochodnej mozna wnioskowadé o monotonicznosci
funkcji? Moéwi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

= Jezeli pochodna funkeji f jest dodatnia w przedziale (a:b). z wyjatkiem
co najwyzej skonczonej liczby punktow, w ktérych przyjmuje ona war-
tosc 0, to funkcja [ jest w tym przedziale rosnaca.

= Jezeli pochodna funkeji f jest ujemna w przedziale (a;b), z wyjatkiem co

najwyzej skoniczonej liczby punktow, w ktoryeh przyjmuje ona wartosé (),
to funkcja [ jest w tyimm przedziale malejaca.

Przyktad 3
Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f(z) = %ur‘i + &% — 3.

Wyznaczamy pochodna: f'(x) =2 +22 -3 = (2 +3)(x —1).

Rozwiazania nieréwnosci (x + 3)(z — 1) > 01 nie-  + L.\ A L
rownosci (z + 3)(x — 1) < 0 odezytujemy ze szkicu —3\/1 ‘:-.
wykresu pochodnej: anak f
fi(x) >0 dlaze (—oc0;—3)U (1;00)

fllz) <0 dlaze (—3;1)

Na podstawie twierdzenia wnioskujemy, ze funkeja f rosnie w przedzialach
(—o0;—3) oraz (1:00), a maleje w przedziale (—3;1).

Jesli funkcja f jest rosngea (malejaca) w przedziale (a:;b) 1 jest cigela
w przedziale (a:b). to jest rosnaca (malejaca) w przedziale (a:b).

Funkcja [ z przyvkladu 3. jest wielomianem, czyli jest funk-
cja ciagla, zatem jest rosnaca w przedzialach (—o0;—3) f
i (1:00) oraz malejaca w przedziale (—3;1) (wykres obok).

Cwiczenie 2 I GI\V 5

Uzasadnii. ze hunkeia:



a) f(x) = 32* —u jest rosnaca w przedzialach (—oo: —1) i (1: oc) oraz malejaca
w przedziale (—1;1),
b) flx) = —l+—1 jest rosngea w przedziale (—oco; () oraz malejaca w przedziale

{0; o00). i

B 270 4. Rachunek rézniczkowy

Cwiczenie 3
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Odezytaj z wykresu jej przedzialy
monotonicznosci. Sprawdz odpowiedz, badajac znak pochodnej.

a) f(x) = —a® + 322 — 1 b) (@)= ——r
SRR EN R ABEE
NE T N
J1 10X EREENC ENE :

Cwiczenie 4
Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f.

a) flz)=a*—32-5 ¢) flz)=(z*—4)(z*-1) e) flz)="106z>+ 52"
b) f(z)=2>-20a+1 d) f(z)=(z+3)*(z-1) f) f ?

Cwiczenie 5
Wuyznacz przedzialy monotonicznodei funkeji f.

) fr) = 2] b) f(z) = 2L ) fl@)=47

Zadania

EI 1. Wykaz, ze funkcja f jest rosnaca.
a) flzx)=a2"+6x+8 ¢ fla)y=2+32"+3z e) fla)=2"+z
b) f(z) =22*+22—5 d) f(z)=22°+32>+ 122 f) f(z)=32"+4a

@ 2. Wykaz. ze funkcja f jest malejaca.
a) f(z)=—a*—2x ¢) fla)=-22*+a*—-Te e) flz)=—-22°—2x
b) flz)=—-20—152 d) flx)=—-2?+622—-12z ) f(z)=—-3"—4a

3. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f.



a) fg)=H2*—x+3 e) f(x)=3x'+42*-5

b) f( *ir} = 22% — 922 4+ 120 — 3 f) flz)=2"- %_-r,3 — 8% + 167

¢) fla) Y402t — 21— 4 g) flz) — Ga* + 8+ 2

d) f(z) = %J?E +4a* — 122 + 1 h) f(z) = —a* — 22° + 22 + 24x

4.13. Monotonicznode funkeji 271 NN

. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f.

a) flx) =a+2 e) fla)= ) fl@)= 5y
b) f(x) = 4 +f f) f(z) = "fjf j) fla)= TZZT
¢) fla)=a®— L g) flz) =22t k) f(a) = ST
8) flo) =t + X h) fla) = ) f@)= 2

Podaj przedzialy monotonicznosci funkeji f na podstawie wykresu jej po-
chodne].

)
r

. Dla jakiej wartosci parametru k funkcja [ jest rosnaca?
a) f(z) =32+ 52>+ k41 ¢c) fle)=2+ (h+2)x—10
B fiz)= 2;:: — 3z + kx + 19 d) flz)=2+ka*+3c -7
Dla jakiej wartosci parametru & funkcja f jest malejaca?
a) flz)=—-2*4+2*+kz+ 14 b) f(z) = =5z’ + kz + 10

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wykaz, ze dla kazdej liczby @ € (0; §) zachodzi nieréwnosé tgx > .
Rozpatrzmy tunkeje f [- ) =tga — x.
Il—cos
@)= o — 1=

cuug cos? T coss a

2 - sin? x 2

=tg

f'(x) >0 dla x € (0; §) oraz funkcja f jest ciagla w przedziale (0; 7).
Zauwazmy, ze f(0) =0, wige f(x) > 0 dla z € (0; 5).

Taterm dla 2 (0 anplnians lest nlarcmwinss o oo ~ 9
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Wykaz, ze dla kazdej liczby @ € (0; 5) prawdziwa jest nieréwnosé:

a) sinx < x, *b) tgz > a + Lot

B 272 4. Rachunek rdzniczkowy

* -
4.14. Ekstrema funkcji
Definicja
Funkcja f przyvimuje w punkeie @y minimum lokalne f(x;), jesli istnieje

d > () taka, ze dla kazdego & € (xqg—d: 19 +0) 1 & # &y zachodzi nieréwnosé
f{.’.ﬁ') = f(i[f“).

Funkcja f przyvjmuje w punkeie x, maksimum lokalne f(x), jesli istnieje
0 > 0 taka, ze dla kazdego x € (ry—0:20+3d) i @ # 2y zachodzi nierdéwnosé

flz) < f(xo)-

Minima lokalne 1 maksima lokalne nazvwamy
3 Y

ekstremami lokalnymi (lub po prostu ekstre- Y/ y
maini). :

Na rysunku obok przedstawiony jest wykres :

funkeji f. Ma ona maksimum lokalne w punk- | N 23 N
B el e e S lokiilng - timkite. i / ry of ~~ X
cie r; oraz minimun lokalne w punkcie rs.

Warunek konieczny istnienia ekstremum

Jesli funkcja f ma pochodna w punkeie &, i osiaga w tym punkeie ekstre-
mum, to f'(x5) = 0 (styczna do wykresu funkeji f w punkcie (g, f(aq))
jest rownolegla do osi OX).

Przyktad 1
a) L) c)
Wiy . SN ¥

Funkeja f(x) = —(2—1)*+3  Funkeja f(z) = (z — 1) +1  Funkeja f(z) = (z — 1)* + 1
osiaga maksimum w punkcie  osiaga minimum w punkcie  nie ma ekstremum w punk-

aa—— | PrETIEiR | r-::'- TeRnpe—— |



sAFRy) / 4= i) — 4 ks i) — Aa
Zwroe uwage na to, ze wprawdzie wszystkie funkcje w powyzszym przykladzie

maja w punkcie xy = 1 pochodna réwna 0 (styczna do wykresu funkeji jest
dla xy = 1 réwnolegla do osi OX), ale tylko w podpunktach a) i b) funkcje

maja w tym punkcie ekstremum.

4.14. Ekstrema funkcji

Warunek f'(irg) = 0 jest dla funkcji rézniczkowalnej warunkiem koniecznym
istnienia ekstremum, nie jest natomiast warunkiem wystarczajacym (dosta-
tecznym).

Y
o Jesli funkeja f: (a;b) — R jest rosnaca w prze- flao)
dziale (a:xq) i malejaca w przedziale (zq; b), to ma
w punkcie r; maksimum.
o Jesli funkeja f: (a:b) — R jest malejaca w prze-
dziale (a;xy) i rosngca w przedziale (rq:b). to ma / @

w punkeie xyg minimum.

W przypadku tunkeji rézniczkowalnej o tym. czy funkcja rosnie, czy maleje
w danym przedziale, mozna wnioskowac na podstawie znaku pochodnej.

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum

= Jesli funkcja f ma pochodna w przedziale (a;b) oraz f'(x) > 0 dla
r € (a:xy) i filz) < 0dla x € (x4; D), to f ma w punkcie 2y maksimum.

= Jesli funkeja f ma pochodng w przedziale (a;b) oraz f'(x) < 0 dla
€ (a;x0) 1 f'(z) > 0dla a € (z4:b), to f ma w punkcie z; minimun.

Uwaga. Czesto mowimy krotko, ze jezeli pochodna funkeji f zimienia w punkeie xg
znak z dodatniego na ujemny, to funkcja f ma w tym punkcie maksimum, a jezeli
z ujemnego na dodatni, to funkeja ma w tym punkcie minimum.

Jezeli f'(xg) = 0 i pochodna funkeji f w punkeie xp nie zmienia znaku, to w punkeie
tyim funkeja nie ma ekstremum,

Przyktad 2
Wyznacz ekstrema funkeji f(x) = -3z + 42°.

f’(;b‘) = —122% + 122°  Wyznaczamy pochodna funkeji f.

W yvenaczamy miejsca

f{z) =0, gdy —122° + 122% =0, czyli dla @ € {U* 1} zerowe pochodne].

znak [ Rozwiazania nierdwnosci [(z) > 0 oraz
TEReE I, W /-\ () < 0 odezy tujemy ze szkicu wykresu
0 N‘ — '5;7' pochodnej.

ZTatermn funkeia flr) — —3v% L 443 ma Korzvstamy z warunku dostatecznego 1§t-

]

{3
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maksimum w punkcie xy = 1. Jest ono
réowne f(l) =—-3+4=1.

nienia ekstremum (w 20 = 1 pochodna
amienia znak z dodatniego na ujemny).

W punkcie xy = 0 funkcja f(x) = —32" + 42° nie ma ekstremum., gdyz po-
chodna nie zmienia w tym punkeie znaku.

4, Rachunek rozniczkowy

Cwiczenie 1

Wyznacz ekstrema funkeji f.

a) f(x) =—2°+ 3z +2 d) f(x) =3z" —82% + 4 g) flz)=a+ .:l
b) f(a) = 22*—32°—12z e) f(x)=a'—42% + 422 h) f(z) = 1:;
'['.} f(-TJ — %.173_3:?}'.': — & f) f(ﬂ:} = %.‘FS . -‘1;:1.‘3 + G i) f(.’]’.‘) - Jrz—:-'].,-l

Przykiad 3
Uzasadnij, ze funkcja f(x) = i{l — 2% + 4a + T nie ma ekstremum,

Wyznaczamy pochodna funkeji: f'(r) = 2% — 4o + 4 1 znajdujemy jej miejsca
ZETOWE:

2 -4z 4+4=(x-2=0dlaz=2

Stad f'(z) = 0 dla & = 2 oraz f'(z) > 0 dla & # 2. Zatem funkcja f jest
funkeja rosnaca w R, wiec nie ma ekstremum.

Cwiczenie 2

Uzasadnij, ze funkcja f nie ma ekstremum.
a) f(z) =—a%—3x2+10 b) f(x) = 2 — 6x*+ 122 &) fiel= ’_I,l

a4z
Przykiad 4
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = |(& — 2)? — 4|. Podaj jej
ekstrema.

.]l'—al.
Z wykresu funkeji f odezytujemy. ze ma ona jedno
maksimum dla @ = 2, f(2) = 4, oraz dwa minima

dlaz=0, f(0)=0,idlaz=4, f(4) =0.

Uwaga. Funkeja [ nie jest rdzniczkowalna w punktach
=1 018z & = 4.

Z istnienia ekstremummn w punkecie r, nie wynika ist-
nienie pochodnej w xy, (ale jesli pochodna istnieje,
to musi by¢ réwna 0).

7 . TR SR A
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Naszkicuj wykres funkeji f i podaj punkty, w ktéryeh funkeja osiaga ekstrema.

Okresl. czy sa to maksima, czy minima. Czy istnieje styezna do wykresu w tych

punktach? Czy istnieje pochodna funkeji w tych punktach?

a) fx) = —|a| b) f(z) = |#* — 4| ¢) fla)=|% -1
4.14. Ekstrema funkeji
Zadania
1. Wyznacz ekstrema funkeji f.

a) flz)=—2*+32°4+92 d) f(z)=a*—82°+6 ¢g) flz)=2+ 4:
b) flz) =2 =120 -3 e) f(z)= El:r“ +z* =3 h) f(z)= %.-13 - %
c) flz) = %ﬂ+¥—1[l:ﬂ £} fle)=a"—162*+1 1) flz)="+ %

Wyznacz przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema funkeji f.

a) f(#) = 52 ¢) fla) = =£2 e) flz) = =
by o) = - d) f(z) = 3242 ) fle) = =242

Uzasadnij, ze funkcja [ nie ma ekstremum.

a) fle)=2—224+Te b)) f(z)=22—42°4+32 ¢) flz)=—-2—=x

Dla jakiej warto$ci parametru m funkeja f osiaga minimum w punkcie
Tp =27

a) flx) =z +3ma* -7 b) f(z) = x* — max® + 6z

Dla jakiej wartosci parametru m funkcja f ma ekstremum w punkcie xy?
Okresl rodzaj tego ekstremmum.

a) flx) =mae® —a*+a+3, 1o=-1

b) f(x) = La®

Dla jakich wartosci parametru a funkcja f nie ma ekstremum?

Il

%;r: —max*+5x—3, zo=1

. . : -*2-|— a
a) f(z) =—-2*+ax b) flzj=2—x*+azx ¢) flzx)= J“I.E _(LI
£ & . L * < _a ey

a) Wyznacz wartodci a i b, dla ktéryceh funkcja f(z) = ‘—‘.‘:“ oslaga

ekstremum rowne 1 w punkcie @y = 3. Rozstrzyegnij, czy jest to minimum,
czy maksimum. Czy jest to jedyne ekstre-
mumn lokalne tej funkeji?

b) Funkcja f(z) = f;_{ﬂ{ath

mum rowne —1 dla @ = 2. Rozstrzygnij, S

v 1pet ta ntmim. ey o ma lkesitrir 11

b |

osigga ekstre-
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jest w przedziale domknietym. to przyjmuje w tym
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Or 27 X

Uzasadnij, ze funkcja f(x) = r+sinx (wy-
kres obok) nie ma ekstremum, mimo ze dla
nieskonczenie wielu argumentow x zacho-

dzi réwnosé f'(x) = 0.

Rachunek rézniczkowy

4.15. Wartosc najmniejsza
| wartosc¢ najwieksza funkcji

sl e A . : . , V¥4 = |
Przypomnijmy, ze jesli funkcja ciagla f okreslona i iy £ E it

przedziale wartosci najmniejsza i najwieksza.
r ;

Cwiczenie 1 or M

Podaj wartosci najmniejsza 1 najwicksza 5 \/ .
SO U TR T U S . | Ut 1.x 5 : | X
funkeji f(x) = (x — 1)* w przedziale: Wykres funkeji f: (—1:2) — R
‘r‘l.) {-1;_ 2} [1‘}'5111191{ Uhﬂk}. l']} {2: —l:l danej wzorem f(z) = (x —1)*

Wartoscia najmniejsza (najwieksza) funkcji ciaglej f w przedziale (a: b) moze
byé jedna z liczb f(a). f(b) lub jedno z ekstremoéw lokalnych.

}; 4 }r
M M
fla) fla)
f(b) f(b)
m : L 1|
A L
0| a T T2 h X 0| a € T b X
Wartosé najmniejsza m = [(ay), Wartoéé najmniejsza m = f(iry),
wartos¢ najwieksza M = f(a2) wartosc najwieksza M = f(a)
Przyktad 1
Wyznacz wartoscei najmniejsza i najwieksza funkeji f(z) = a® — 62* + 9x
w przedziale (—1:4). i\ | A .
Wyznaczamy pochodna funkeji: '\_/i X
flle) =32 — 120+ 9 =3(a? —4a+3) =3(z—1)(x — 3) znak [
f'(x) =0dla z € {1,3} - obie wartosci naleza do prze- _
dzialu (—1:4). },.,“

W punkcie x; = 1 funkcja osiaga maksimum: f(1) = 4. /\
.

W punkecie x4 = 3 funkeja osiaga minimum: f(3) = 0.




Obliczamy wartosct funkc)l na koncach przedziaiu: lv N e
f(=1) = —16, f(4)=4

Zatem najmniejsza wartoscia funkeji w przedziale (—1:4)
jest —16, a najwicksza 4 — wartosé ta przyjmowana jest
dwukrotnie.

o] 1 | | X

4.15. Wartosé najmnigjsza | wartosc najwieksza funkcji 277 s

Cwiczenie 2
Wyznacz wartosci najmniejsza i najwieksza funkcji f w podanym przedziale.

a) f(z) = 32* — 3z, (1;4) b) f(x) = 4a® + 3z* — 6z, (0;2)
Przyktad 2
Wyznacz wartosel najmniejsza i najwicksza funkeji f(z) = &2! — 32 — 122

w przedziale (—2;8).
Wyznaczamy pochodng funkeji.
7300 W (e S B, N S v, S (= (W o O s
fla) =q2° —32° —ax = ga(z* — 3z — 4) = ge(z 4+ 1){(r —4)
filz)=0dla z € {-1,0,4}.
Na rysunku obok przedstawiono zmiane znaknu e, nak L

pochodne) w tych punktach.
Funkcja f posiada minima lokalne w punktach

r=—11iux =4 oraz maksimum lokalne w punk-

cie ¢ = (.

Obliczamy wartosci funkeji dla tych argumentow: f(—1) = . 10y = B,
f(4) = —8 oraz wartosci tunkeji na koncach przedzialu {—2;8}. f{ 2) = 1

£(8) = 96.

Zatem najmmniejsza wartosé funkcji jest réwna —8. a najwicksza 96.

Cwiczenie 3
Wyznacz wartosci najmniejsza i najwieksza funkeji f w podanym przedziale.
tl] f{i‘} — J_"J' - '—‘_l-..i"._ {[h 2:) {-} f{]") = %J‘.-i — .'L':i + _JI.’.-E: [:_2: 2}

— 4

b) fla) = Hlmj., (1;3) d) flz) = 5—=—, (-3;0)

r2—4x+5"

Czy wiesz, ze...

Odkryeie warunku koniecznego istnienia ekstremum przypisuje sie fran-
cuskiemu uczonemu Pierre’owi de Fermatowi (1601 lub 1607-1665). ktory
dzieki swoim dokonaniom jest uwazany za jednego z prekursoréw rachunku
rozniczkowego. W pracy Methodus ad Disquirendam Mazvimam et Mini-
mam podal metode znajdowania minimoéw 1 maksimow funkeji.



Zadania

1. Wyznacz wartosci najmniejsza i najwieksza funkeji f(z) = 2* — 32 + 2
w podanym przedziale.

a) {(—1;3) b) (1;3) ¢) (=1;1) d) (—2;4)

B 278 4. Rachunek rézniczkowy

2. Wyznacz wartoscl najmniejsza 1 najwieksza funkeji f w podanym prze-
dziale.

a) flz)=2a2"—6x+1, (—2;0) ¢) flz)=a® =32 —9a+2, (—2;4)
b) f(z) = 2" +4x* + 6, (—2;1) d) f(z) = —a* + 227 +6, (—2;2)

3. Oblicz wartosci najmniejsza i najwieksza funkcji f o dziedzinie D. Wy-
znacz zbior wartosc funkeji f,

a) f(z)= ,:jjj D= (-1:1) d) f(z) = 1: D = (-3;3)
b) f(2) = 2, D= (&) ¢) f(#) = x5 D= (-2:3)
o) flo) =2 D=(1;2) ) f(z)=ZEZL, D=(-1;2)

4. Dla jakiej wartosci parametru p najmniejsza wartosdé funkeji:
fl@)=a'—dz+p
w przedziale (—1:2) jest réwna 47

5. Dla jakich wartosci parametri m podane rownanie ma rozwiazanie w prze-

dziale (—1;2)7

a) 2t =102 +9=m b) 2" —5z+4=m

6. Dla jakich wartosci parametru m roéwnanie f(z) = m ma rozwiazanie
w przedziale (—1;3)7
2) fla) = VT b) f(z) = ¥z

Wskazowka. W podpunkcie a) znajdz najpierw wartosei najwicksza i najimniejsza
funkcji g(x) = ¥ — 62 w przedziale (—1;3).

7. Dla jakich wartosci parametru m podane rownanie ma rozwigzanie?
a) 3cosx —4costz=1m b) 2sin” z — 3sinz =m

Wskazowka. W podpunkeie a) podstaw t = cosur.

Czy wiesz, ze...
Oznaczenie pochodnej funkeji f symbolem f' wprowadzil francuski mate-
nmt}k i fizvk Joseph Lmus de Lagrange [czyt. lagranz| (1736-1813).
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[ — wprowadzone przez lsaaka Newtona (czesto stosowane przez fizykow ),

d is o Tyl
T{ - wprowadzone przez Gottirieda Wilhelma Leibniza,
clie

D.f - wprowadzone przez Leonharda Eulera [czyt. ojlera] (1707-1783).
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*4.16. Zagadnienia optymalizacyjne

Jednym z najezestszych zastosowan rachunku réozniczkowego jest jego wyko-
rzystanie do wyznaczania wartosci najwicksze) lub najmniejszej — zagadnienia
takie bedziemy nazywac¢ zagadnieniami optymalizacyjnymi.

Jesli mamy wyznaczyd¢ najwieksza (najmmniejsza) wartosé funkeji kwadratowej,
to zamiast korzystac z rachunku rézniczkowego, mozemy skorzystad ze wzoru
na wspolrzedne wierzcholka paraboli.

Przykiad 1
Ktory z prostokatow o obwodzie 12 em ma najkrotsza przekatna? Jaka jest
jej dhugosé?

Oznaczamy dlugosci bokdéw pro-

: e d Wykonujemy (jesli to mozliwe) ry-
stokata przez x iy, a dlugosd J&go Y sunek i wprowadzamy oznaczenia
przekatnej przez d. wowczas: . literowe.

d'= \/m ! Piszemy rownanie wyrazajace wiel-
oraz ko, ktdre) najmmiejsza (najwiek-

20 + Qy = 12 szq) wartosé cheemy wyznaczy¢ za

| li > pomoca  innyveh  zmiennyeh, oraz
stad 24y =6, czyi y =6 — 2. ihine Fownanis wydikalice 7 brefol

Zauwazmy, ze: 0 <z <610 <y < 6. zadania.
Zatem dlugosé przekatnej w zaleznosci od «
opisana jest przez funkeje:

q‘i(-’l'} = \/.T"! -+ ({j - JT]E Ii"J':-i-"ilF'L'l.'l.'i.ill1ll_‘l.' _;_Jr — 5 " o1 _ul r‘:-'._";'_-
mujemy funkeje jednej zmiennej.
gdzie x € (0;6). Okreslamy dziedzine tej funkeji.

d(z) = Vo2 + 36— 12z + 22 = /222 — 120 + 36

Wyznaczamy najmniejsza wartos¢ funkeji kwadratowe):

f,*[:;;::] =252 — 121 + 36 Funkeje fl'l..l k{x) = d*(x) najmniej-
: s sza wartosé przyvimuja dla lego sa-
4 ] i i
Ly = R e g B 8 5(3) =18 mego argumentu.

Czyli najmniejsza wartod¢ funkeji d to d(3) = V18 = 3v/2.
y = 06— x = 3, zatem szukany prostokat jest kwadratem o boku 3 cm. Jego
przekatna ma dlugosé 3v/2 em.



Cwiczenie 1
a) Ktory z prostokatéw o obwodzie 60 cm ma najwicksze pole?

b) Dany jest trojkat réwnoramienny o podstawie 16 em i ramieniu 10 cm.
Dwa wierzcholki prostokata naleza do podstawy tego trojkata, pozostale dwa
do jego ramion. Wyznacz najwieksze mozliwe pole takiego prostokata.

B 280 4. Rachunek rdzniczkowy

Przyktad 2
Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastoslupa prawidlowego trojkatnego
jest réwna 12. Jaka najwickszq objetodé moze mieé ten graniastosiup?

Dlugosei krawedzi podstawy graniastoslupa oznaczamy

|
przez @, a jego wysokosc przez h. Pole podstawy. ktora ;
jest trojkatem réwnobocznym. opisuje wzor: |
|
2 [
P = % ﬁ fi |
4 I
Zatem objetos¢ graniastoslupa: & l‘\ i
G2 = =
M 3
= :{_ < T

Suma dlugosci krawedzi graniastostupa jest rowna 12, czyli 6o +3h = 12, stad
wyznaczanmy wysokosé h = 4 — 2z, gdzie x € (0:2). Zatem:

Viz) = -'I-"':-*E{'g —2r) = %{2”.2 — %)

Wyznaczamy pochodna funkeji V: ﬁ/\l e ir;f
i —_ s Eh x
V'(x) = £=(4z — 32%) = l;i.x.-(:; —3z), Dy = (0;2)  / \
V(z) >0 dla z € (0 -}) oraz V'(r) <0 dla x € [-1 2).

Funkeja V' jest ciagla. zatem rosnie w przedziale ([}: Ei> i maleje w przedziale

(3:2), czyli w punkcie 2y = 3 przyjmuje maksimum: V(3) = £2v/3.

Najwicksza mozliwa objetosé takiego graniastostupa jest réwna 32 V3.
Cwiczenie 2

a) Suma dlugodci wszystkich krawedzi graniastoshipa prawidlowego czworo-
katnego jest rowna 16. Jaka najwicksza objetosé moze miec¢ ten graniastoslup?
b) Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastoshupa prawidlowego szescio-
katnego jest rowna 96. Jakie wymiary powinien mie¢ ten graniastoship. aby
jego objetosé byla najwieksza?

¢) Objetosd graniastoslupa prawidlowego tréjkatnego jest réwna 16. Jakie wy-
miary powinien miec¢ ten graniastoslup, aby jego pole powierzchni calkowite;
bylo najmniejsze?

Cwiczenie 3



a) Przekatna prostopadloscianu o podstawie kwadratowej ma dlugosé 6 cm.
Wyznacz wymiary prostopadloscianu tak, aby jego objetosé byla najwicksza.

b) Objetoéé prostopadlodcianu o podstawie kwadratowej jest réwna 27 em?®.
Wryznacz wymiary prostopadloscianu tak, aby jego pole powierzehni calkowi-
tej bylo najmuniejsze.

4.16. Zagadnienia optymalizacyjne

Zadania

1. Ktéry z prostokatéw o polu 50 em? ma najmniejszy obwad?

2. Powierzchnia zadrukowanej czesei kartki ma wynosi¢ 192 cm?. Marginesy

Prostokat o bokach dlugosci r i y jest wpisany w okrag
o srednicy réwnej 12 cm (rysunek obok). Jakie powinny by¢ &y
wymiary tego prostokata. aby iloczyn -y~ mial najwiekszg
wartosc?

gorny i dolny maja mie¢ po 2 em. a marginesy boczne - po 1.5 cm. Jakie
powinny by¢ wymiary tej kartki, aby jej powierzchnia byla najmniejsza?

o
&

iy

Wiasciciel hurtowni mebli ogrodowych poprosil swojego syna Karola o po-
moc w rozwiazaniu nastepujgcego problemu. Nalezy ogrodzic¢ prostokatny
plac wystawowy o powierzchni 160 m*. Trzy boki prostokata maja by¢
ogrodzone plotem drewnianym (koszt: 200 zl za metr biezacy plotu),
a czwarty — Sciana z cegly (koszt: 800 zl za metr biezgcy Sciany). Jakie
wymiary powinien mie¢ ten plac, aby koszt ogrodzenia byl najmniejszy?

W ramece ponizej podany jest fragment rozwiazania przedstawionego przez
Karola. Dokoficz to rozwiazanie.

Oznaczmy przez r iy boki prostokata. Przyjmijmy, ze D G
sciana z cegly powstanie wzdiuz boku BC. Wowcezas

koszt ogrodzenia (w zlotych) mozna przedstawié za u

POIMOCa WZor:

k= 2z +y) - 200 + y - 800 = 400z + 1000y A & B

Powierzchnia placu jest réwna 160 m?, czyli 2 -y = 160, wiec y = 122,

£

Zatem nalezy znalezé argument @ > (), dla ktorego funkeja:
} g g J
’h [i.[-'} ~ e 4“[}1; —l_ I
przyjmuje wartos¢ najmniejsza.

Obliczamy pochodng funkeji k.

5. Pudelko w ksztalcie graniastoshupa prawidloweego czworokatnego o obje-
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todel 96 dm® ma zosta¢ wykonane z dwéch rodzajéw materialu. Material
na dolna podstawe kosztuje 200 zl/m?, za§ material na gérna podstawe
i §ciany boezne — 100 z1/m?. Jakie wymiary powinno mie¢ to pudelko. aby
koszt jego wykonania byl jak najmniejszy? Ile wyniesie koszt materialu
potrzebnego na jego wykonanie?

4, Rachunek rozniczkowy

10.

W rogach prostokatnego arkusza blachy o wy- |~ . i
miarach 36 em i 24 cm wycieto cztery przy- | A — - =
stajace kwadraty. Nastepnie po zgieciu blachy | : :
wzdluz linii zaznaczonych na rysunku otrzymano | I

# @ # - . . . “ &+ €&
pudetko (bez gérnej scianki) o najwiekszej moz- — |7 """ """~
® | = # . @ #F | :r" £
liwej objetosci. Oblicz wysokos¢ pudelka. L -

Drut dlugosci a dzielimy na dwie czesci. Z pierwsze] wykonujemy szkielet
szescianu, a z drugiej - szkielet prostopadloscianu o podstawie kwadrato-
wej 1 polu sciany boeznej dwukrotnie wiekszym

Wy I
niz pole podstawy. W jakiej proporcji nalezy po- 36 ,-'
dzieli¢ ten drut, aby suma objetosci tych bryl g B ;.'
byla najmmniejsza? ' I

!
Wierzcholki A 1 C' prostokata OABC nalezg do ;"
osi ukladu wspoélrzednyceh. Wierzcholek B nalezy € ’r
c_'.lu paraboli o réwnanin y = (z — 6)*, « € (0;6) 5
(rvsunek obok). Dla jakiej dlugosci bokéw tego o
prostokata jego pole bedzie najwieksze? Ol A 6 X
Wierzcholki trapezu naleza do paraboli y = —2® + 4. przy czym kofice

dhuzsze] podstawy sa punktami. w ktéryeh parabola przecina o8 OX. Wy-
znacz najwieksze mozliwe pole takiego trapezu.

Wryznacz punkty nalezace do paraboli, ktorych odleglosé od punktu P jest

najmniejsza.

a) b) ¢)
S TP Sy e ) ) M TN

B OEER AR

AN S




11. W jakim punkcie paraboli y = 2* — 1 nalezy poprowadzié¢ styczna, aby
trojkat ograniczony osiami ukladu wspolrzednyceh 1 ta styczna mial naj-
mniejsze pole?

4.16. Zagadnienia optymalizacyjne 287 s

*4.17. Szkicowanie wykresu funkcji

Umiejetnos¢ obliczania granic oraz okreslania przedzialow monotonicznosci
i ekstremow funkeji na podstawie jej pochodnej pozwala naszkicowad wykresy
wielu funkeji. W tvm celu badamy przebieg zmiennosci funkcji. postepujac
wedlug nastepujacego schematu.

1. Okreslamy dziedzine funkeji.
. Znajdujemy punkty przeciecia wykresu funkeji z osiami ukladu wspol-

-

rzednych.

3. Obliczamy granice na koncach przedzialow, w ktoryeh funkeja jest okre-
slona. oraz wyznaczamy asymptoty wykresu funkcji. jesli istnieja.

4. Wyznaczamy pochodng funkeji i okreslamy jej dziedzine.

-

5. Wyznaczamy przedzialy monotonicznosei i ekstrema funkeji.

Wszystkie otrzymane wyniki mozemy zebrac¢ w tabeli, a nastepnie naszki-
cowad wykres funkeji.

Przykiad 1
Naszkicuj wykres funkceji f(x) = to* — 27,
1. Dziedzina funkcji f jest zbiér liczb rzeczywistych: D, = R.
2. Szukamy punktow przeciecia wykresu z osiami ukladu wspolrzednych.
F(0) = 0, wiee wykres przecina os QY w punkcie (0,0).
Aby znalez¢ punkty, w ktorych wykres przecina o§ O X, rozwiazujemy row-
nanie f(xz) = 0:
st - =0 & .r”lf%ir —1}=0 & z=0lubx =4
Zatem wykres funkeji f przecina o8 OX w punktach (0,0) i (4,0).
3. Obliczamy granice funkcji f w —oc 1 w oc:

-
lim (:11-.1.'"‘ — .1_.'3) = lim 2 [11 - %] [1211 o0
E——3G

00
.1
_111_'1‘1__ (%;;."4 — :1.-"‘) — _1iI_IE ;1--1{% = ir) [;T] o0



Zatem wykres funkcji f nie ma asvimptoty poziomej.
4. Wyznaczamy pochodna tunkeji f:
f:f:.l.'_) = [:!im-J: = ‘1_3): = J,H i 3:?.'.3
1 okreslamy jej dziedzine: Dy = R.

B 254 4, Rachunek rozniczkowy

5. Wyznaczamy przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema funkcji f.
Szukamy miejsc zerowych pochodnej:
' =32"=0 & (z—-3)=0 & z=0lubz=3
Ze szkicu wykresu [’ (rysunek obok) odezytu- znak ff A i

jemy rozwiazania nieréwnosci: / UV X

fllz) > 0dlax € (3;00),

f(z) <0 dla z € (—00;0) U (0;3). NE S mEar N

Funkcja f jest ciagla, zatem rosnie w przedziale = ;1 -

(3: 00) 1 maleje w przedziale (—oc;3). Dla 25 = 3 e P 1 4 A
: X

funkcja osigga minimum f(3) = —65. T ol I o)

Otrzymane wyniki zbieramy w tabeli 1 szkicujemy
wykres funkeji f (rysunek obok).

T a0 eld 3 [Bxgcd|diz>d
fix) -~ 0 - () + ¥ B
flz) e\ |0 N |-6| / |0/

' Sprawdz otrzymany wvkres,

Strzalka “ oznaczamy, ze funkcja maleje, a strzalka /  korzystajace z odpowiedniego
- Ze rosnie, programu komputerowego.

R L

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkeji f.

a) flx)=—a+ 32 b) flx)=a' —22* — 8 ¢) flz) = —a + 222
Przykiad 2
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = .

1. Dziedzina funkeji f jest zbior liezb rzeczywistych: Dy = R.

2. Szukamy punktow przeciecia wykresu z osiami ukladu wspolrzednych.
F(0) = 1, wiec wykres przecina o§ OY w punkcie (0,1).

Rownanie ?'Jr—l = () nie ma rozwiazan, wiec wykres nie przecina osi )X,

3. Obliczamy granice funkcji f w —oo 1 w oc:

- - 1
lim -—=— =0oraz lim ——— =0
s T p—ae TE41



Zatem prosta y = () jest asymptota pozioma wykresu funkeji f w —oc 1w oc.
4. Wyznaczamy pochodna funkeji f:

Fla)= (ks ) =~y 2o
‘ 22+ 1 (x241)2 (x2+1)2

oraz okreslamy jej dziedzing: Dp = R.

4.17. Szkicowanie wykresu funkcji

Mianownik we wzorze pochodnej jest dodatni dla 2 € R, wiec znak pochod-
nej ustalamy na podstawie licznika: f'(z) > 0 dla @ < 0 oraz f'(x) < 0
dla x > 0. Funkcja f jest ciagla, zatem rosnie w przedziale (—oc; 0) oraz

o

fi@ + |o| - '
)| 0.2 [ 1] N0

|
=1 @l 1 T 1 X

Wkres Tunkeji f jest symetrycany wzgledem osi QY.
Zwroc uwage na to, ze oprocz wykorzystania danych z tabeli warto wyznaczy¢
kilka dodatkowych punktow nalezacyceh do wykresu funkeji, np. (1, :.’_;}_. (—1, {; ;
Cwiczenie 2

Naszkicu] wyvkres funkeji f.

‘ LR 2 T 9 £ . bx
a) flx) = b) #®)= z—m c) f(#) = =3

w244

Zadania

1. Naszkicuj wykres funkeji f.
a) f(z)=2"—4z*+4z b) flz)=62*—2* &¢) f(z)= —‘}_‘p’l — 3 — 32

2. Naszkicuj wykres funkeji f.

a) flzx) = 4:;_:41 b) flz) = Jz_;_,_hg ¢) flz)= rlﬁ_—:d

3. Na rysunkach ponizej przedstawiono wyvkresy funkcji f, g i h.

_}.'.I | a !
a8 - . 3 -

QT

Wykresy pochodnych tych funkeji przedstawione sa na rysunkach A, B, C.
Dopasuj pochodne do funkeji.

A L YY1 B ogqivt/aaLl 0 6§ ¥rE G
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*4.18. Zagadnienia uzupetniajgce

B Szkicowanie wykresu funkcji

Przykiad 1

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —

1%

i) |

= F o = n = et =

e

=
Dziedzina funkcji f jest zbior Dy = (—oc: —1) U (—1:1) U (1: 00).
Dla kazdego @ € Dy mamy —x € Dy oraz:

o) = —2— = 5 = _f(a) it !
(—=x)2 -1 2 —1 parzy: e
Zatem funkcja jest nieparzysta (patrz str. 29), czyli jej wykres jest

symetryczny wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych.

. f(0) = 0. wiee wykres przecina o§ OY w punkcie (0,0).

f(z) = 0dla z = 0, zatem punkt (0,0) jest tez jedynym punktem wspél-
nym wykresu funkeji i osi OX.

. Obliczamy granice na koficach przedzialow, w ktarych funkeja f jest

okreslona: 1 l

: T . = - . T T v L
lim ——— = lim —&&5 =0, lim — S lim —&— =0
T ok E——tg = 5 T—on & = g3

Prosta y = 0 jest obustronna asymptota pozioma wykresu funkcji f.

=5 —1
e [ o b I8 e iy
m  — =" —0o0 oraz lim — e >
:r__I ﬂ”! gl e .—I"" H-‘ _] _I. L .l
_ z [HJ: ) - [%] Szkic wykresu funkeji
lim — =" —oo oraz lim — =00 =2 — 1
z—1- 2 —1 Pt S0 |
Proste @ = —1 oraz x = 1 sa asymptotami pionowymi (obustronnymi)

wykresu funkeji f.

Wyznaczamy pochodng:

' T : i{a? —1)—z-2z —z4 —1 ;
O e I Dy =R\ {-1,1}

2 —1 (x2 —1)2 S (z2-1)2"

. Pochodna f' jest ujemma dla © € Dp, zatem funkcja f jest malejaca

w przedzialach (—oc; —1), (—1;1) i (1:2¢) oraz nie ma ekstremow.

- r | G S
z<—1 =l|l—-1<a<000<az<] 1l £>1 7 T[ f
| I



fley o —co| x| oo\ 0] -0 |x|ooN0

Uwaga. Poniewaz funkcja f jest nieparzysta, mozna
przeprowadzi¢ badanie funkeji tvlko dla z € R\ {1},
naszkicowa¢ odpowiedni fragment wykresu i odbié¢ go
symetrycznie wzgledem punktu (0.0).

= =g W) [ = (T
. iy E: L L

4.18. Zagadnienia uzupelnigigce 287 N

Prosta y = max + n jest asymptota ukosna wykresu funkcji f w oo

wtedy 1 tylko wtedy. gdy hm [ f(z) = (mx+n)) = 0. Wspolezynniki m

i n asymptoty ukosnej ( jF'E-[l 1:.1111919) wyznaczamy nastepujaco:

m = lim M n= lim(f(z) —mx)
s el L

Analogicznie wyznacza sig¢ asymptote ukoénag wykresu funkeji w —oc.
Uwaga. Funkeja moze mie¢ asymtote ukosna tylko wtedy, gdy jej granica w +oc
jest rowna +oc.
Asymptota pozioma jest szczegolnym przypadkiem asymptoty ukosnej - o wspol-
ezyvnniku kierunkowym m = 0.

Przykiad 2
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = .

=&

1. Dziedzing funkeji f jest zbiér Dy = (—o0;2) U (2; 00).

2. f(0) = 0, zatem punkt (0,0) jest punktem przecigcia z osia OY .
flx) = 0dla x = 0, zatem punkt (0, 0) jest tez jedynym punktem wspol-
nym wykresu funkeji i osi OX.

3. Obliczamy granice na koncach przedzialow, w ktorych funkeja f jest

okreslona:
s ‘I‘2 5 2 . = i
lim =— = Hm —5 = —pvo, lim = lim — = x
s — T——ac 1—3“ o0 W Z—x L=
22 [g] 9?2 [gF]
Iim — =" —o0, lim o
=2 T— g3t &—2

Zatem prosta r = 2 jest obustronng asymptota pionowa wykresu funk-

cji f. Sprawdzmn}-', czy istnieje asymptota ukosna jej wykresu.
2

€I
m = lim £ = lim == = lim = = lim —5 =1

E—mo r—oc I—a 1"‘3 - o R
L) [ | £ ]
+* e i o -

n = lim(f(z) — mz) = lim ('— —1: :r) = lim -
=00 2

p—ma A= s in T2

" 2% . 2 .
= Hm == = lim — =2
T B x—0 1—%

Zatem wykres funkeji ma w oo asymptote ukosna o rownanin y = x + 2.

5 # -
n-"\ﬂ] f\]‘l'l'! 1% TITT I rZ2TIH A S rPFdii 193X ivE"X¥™rIrH% '1"' J\+JJ. 1T I_r-"\l:'“ M TITTTY T‘I_l"l'-‘fﬁlﬂ'l" rl A% % I,-'r 1Y WTEFT NN Tn:1+
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to tez prosta y = x + 2.

4. Wyznaczamy pochodna:

" 2w(xz—2)-a

2.1

e

F@) = ()

(z-2)?

B 258 4. Rachunek rozniczkowy

5 flz)=0 & o*—4p=0 <

= (x—=2)2°

- e AL

Dp =R\ {2}

s 2(r—4)=0 © z=0lubxr=14
flz)>0dlaz e (—o0;0) U (4;00)
filx) <0dlaze (0;2)U(2:4)

Funkcja f jest ciagla, zatem rosnie w prze-
dzialach (—o0:0), (4;0¢) oraz maleje
w przedzialach (0;2), (2:4).

W punkcie xy = 0 funkcja f osiaga mak-
simum f(0) = 0, w punkcie x, = 4 osiaga
minimum f(4) = 8.

e Bl <2 |2i2<e<d|dir>d

JN[:"I") e 0 = x — ] 1
fx)| —oo 7 |8 N—oo |x| e (8] oo
Przykiad 3

Naszkicuj wykres funkeji f(r) = = .

E:

Dziedzing funkeji f jest zbior Dy = (—oc; —1) U (—1:1) U (1: 00).
Dla kazdego x € Dy mamy —x € Dy oraz:
L o . A 0
1-2)= |-z]-1 ~ |z|-1 =J\=)
wiec funkeja jest parzysta, czyli jej wykres jest symetryczny wzgledem
osi OY. Zbadamy zatem przebieg funkeji f dla x € (0;1) U (1:00)

i
=

r—1/"

(zauwaz, ze w tym zbiorze f(x) =
f(0) = 0, wige wykres przecina o OY w punkeie (0,0).

flz) =0dla x = 0, wiee punkt (0.0) jest tez jedynym punktem wspdl-
nvin wykresu funkeji i osi OX.

3. Obliczamy granice na koncach przedzialow, w ktorych funkeja f jest
okreslona:
#2 [3] +2 3]
. & § 3 T T
lim — '=" —poo oraz lim — "= o0
| S =]



Oznacza to, ze prosta r = 1 jest obustronna asymptota pionowa wy-
kresu funkcji f.

lim = lim — =o¢
T—F J:—l M 1—‘5
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Poniewaz granica funkcji f w oo jest rowna oo, sprawdzamy, czy istnieje
asymptota ukodna jej wykresu.

i
I .
: i i veen 3 , T s 1
m o= lim £ — lim ZL — Jip = lim — =1
r—e & F—a T g T—1 b ]_._.?
2 e A
: , A T .  rpt e iy e
n=lim(f(z) —mz) = lim (— —1- ;E) = lim ———— =
fo— 5 r—os WiI— b a—1
: T - 1
= lim — = lim — =
g—sp L= T— 1—5

Zatem wykres funkeji ma w oc asymptote ukosna o réwnaniuy = » + 1.

4. Wyznaczamy pochodna:

' £2 N\ 2z{a—1)—z21 2 9% .
fiz) = (E) =Bl 22 s e (1)U (150)

fii2)=0 % 2*—25=0 & z(z—2)=0 & 2=0hbz=2

fl(z) >0dlax € (2:00) oraz f'(x) <0 dlaxe (0;1)U(1:2)

Funkcja f jest ciagla. zatem maleje w przedzialach (0;1) i (1:2) oraz
rosnie w przedziale (2;00).

W punkcie 2y = 2 funkcja f osiaga
minimum f(2) = 4.

i 1

& D0=<z<l|l|l<er<Z|2| e>2
fix) 0 - % — gl -+
Flz) | 0] —00 |[X]| oo™ |4]|, 00

Szkicujemy wykres funkeji f dla
€ (0;1)U(1;00) — kolor czerwony.
Pozostala czesé wykresu — kolor nie-
bieski — otrzymujemy, korzystajac
z symetrii wzgledem osi OY .

Funkecja f osiaga minima w xy = 21 2, = —2 oraz maksimum w x5, = 0.
Asymptota ukosna w oo jest prostay = z+41, aw —oc prostay = —x+1.

& & ¥ ¥ ' ?, ..!— £ * # & +
1. Dana jest funkecja wymierna f(x) = —:‘—%, gdzie u 1 v sa wielomianami.
Wi

Jaka jest zaleznos¢ miedzy stopniami wielomianéw u i v, je§li funkcja f
ma asvinptote ukosna niebedaca asvimptota pozioma?”



- - - - el - . . el

2. Naszkicuj wykres funkeji f.

A f =t Q) fe)=T2 o) fla)= 2
b) £() = 55 DI0=5E 1) S =2
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Zestawy powtorzeniowe

M Zestaw |
1. Oblicz granice.
a) Iliu?]] % ¢) 111114 :;ﬁ—j:ﬁ} e) Jl[-mi ﬁ
b) limy =322 D lm I 0 lm T
2. Oblicz granice.
) i 2 b) Jim L) m
3. Sprawdz. czy istnieje irl_l_.llf r). Naszkicuj wykres funkcji f.
3} Fla)= _1____2'_ dla ¢ #£ 2 b f(z) = :-” —4 dla z < 2
1 Alag=9 2r°—ax—1 dlaz > 2
4. Oblicz granice.
a) lim = o) lim ;% ) lim 7
b) Jim, = ) lim e ) lim <
5. Zbadaj, czy granica istnieje.
} IHH 12;11:'3—4 b:} hlrl}l{lp J]:TT ) lrlllé |l.-i:|m2
6. Oblicz granice.
a) ‘hll:i (32 — 2* +6) d) }1_1'{1 ;tf g) Th_ﬂi ﬁ
b) rl_u_nl{ ~32*+2*+z) ) }mi % h) jllli 2}"::.*-1
¢) .;-1-11“-13;-{_5'1?:1 —2r+1) f) rhl—l{x H‘ll__—:ij_l i) J.l_i,n_'x rt;_?_';_l

7. Wyznacz asvinptoty wykresu funkeji f.

o S g, | e I 1



) PR = ol =meas B ==

x —bx+6
B) flz)= .-rﬂilﬂ d) g = lf:r B flz)=v1+22+ax

@ 8. Uzasadnij. ze réwnanie ma rozwiazanie nalezace do podanego przedziaha.
a) =3x'+62°+5=0, (0;2) b) a® =bx*+a?-T7T=0, (—-2:-1)

Zestawy powtdrzeniowe 291 S

v/

9. Zbadaj ciaglosé funkeji f 1 naszkicuj jej wykres.

| 27 ~1 dlaz <1 =2 daz<?2
a) f(z)= 1 b) f(x) = x—3

% dla x > 1 z—3 dlaz>2

10. Czy mozna tak dobraé¢ wartosé¢ parametru a, zeby funkcja f byla ciagla?

=9 dla x < () \/ 22 45-1 dla z # 9
a) flz) =4 *H b) f(z) = 2 AL
a dlazxz =0 A dls =5

11. Oblicz wspolezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkeji f w punkcie
o odcigtej rownej 1.

MHﬂ:4ﬂ+£+r ﬂﬂﬂ:%—% ) flz) =2
b) fl@)= -5 +2/F ) fl@)=@ - 1vE 0 fla) =20
W Zestaw Il
1. Dla jakiej wartosci parametru a granica Jll_ui f:z—:l_l jest rownas
a) 1, b) 2, ¢) —00?

2. Oblicz granice.

a) lim (2 — V) c) lim (W%— :,) e) lim Y R

B2 T—C r+1

b) lim (\.«‘ 42 — —2;1.') d) lim @ f) lim

=0 I—o H'-"‘!+ 1 I

24

3. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f w punkeie o odcietej ax.

a) fla J—JL‘E—I—I g =0 d) f(z)=(xz—4)3 2o =3
b) f(2) = %+, wp = -1 e) fla)="2 2y =1
¢) flg)=2-1,2=2 f) f(z) = 5%, 2o =1

4. Wyznacz rownania stycznych do wykresu funkeji f(r) = :—’5;1""' —2r+1, jesli:
a) sa one réwnolegle do prostej o réwnaniu y = 7o — 4,

b) sa one prostopadle do prostej o réwnanin y = -:1—!.1: + 1.



c) tworza one z osia OX kat 1357,

Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f.

a) flx) =20"+32*—122+1 ) flz) = “"2 e) flz)=a?— _3_
b) flz) =2%—322+3z+5  d) flz)= ’*+1 [) f(z)=4o+1

B 202 4. Rachunek rézniczkowy

10.

Vv

Wyznacz ekstrema funkeji f.
: S T : ;
a) flx)=z"+ E:r‘! + 22 d) f(z) == = g) fla)=vat+ 222+ 2

b) f(z)=2a'—6x*+8x e) f(x)=a+ % h) f(x) = v22% — 22 + 1

) f( }_ 2+4 f] f(l):3_1 1) f(i‘}: T249

al+4r+4 re41

Wyznacz wartosé¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkeji f w podanym
przedziale.

a) .f(;r:l:;zta—ﬁ;r. (—2;3) ¢) f(2)= =, (—4;4)

244"
b) f(a ]— (  8) d) f(z) = /2x(9 — x), (1;3)

Przedstaw pole P prostokata (rysunek ponizej) jako funkeje zmiennej .
Dla jakiego argumentu @ pole jest najwigksze? Poda] wymiary prostokata
o najwickszyvim polu.

a) § b) 9 CV’\
| 2x

2T 1
12

2 i
| |
" 4 o

Naszkicuj wykres funkcji f.

a) flr) =2 +22—z—1 d) flx) =52 p) fla) = 0
b) fla) =o' + 22 —2 e) flx)= f+8 h) f(z) = — ;w
¢) fla) = ig?— 24" ) fa)=32 D fla)=2

Naszkicuj wykres funkeji f.

42 :
'. Pl 5 2.’1? 4 A FLlr s % -.1” LS " f % ;I!'



) A= oo g B) JA\E) = C) JiE) =

x—1 x2—1

11. Naszkicuj wykres funkcji f.

a) flX)=2—2yF  b) fl@)=(—-a)Va *c) fx)=(z—2)°/E

Zestawy powtdrzeniowe 265 s

@ Sposob na zadanie

Przyktad
Jakie jest najwicksze mozliwe pole trapezu réwnoramiennego, ktoérego ramiona
i krotsza podstawa maja dlugosé 27
W trapezie ABC'D (rysunek obok) niech r = |AE|.
Wowcezas wysokosé trapezu jest réwna:

h=+2*—p*=y4d—z° gdzezre (0;2) 2 % 2
Pole trapezu: a B

' 4 =
P = |AH|+|(DJ |DE| A E F B

2
rapisujemy jako funkcje zmiennej

Plg) = &‘:H% NA—a' = (24 2)VA—2? = /(24 2)%(4 — 22)
P(x) =+/—21 — 423 4+ 162 4+ 16

D

{ Rt
iy
-

gdzie x € (0;2).
Nastepnie wyznaczamy najwicksza wartosc¢ funkeji P. W tym celu mozemy:

» wyznaczy¢ pochodng funkeji P:
| 1 r .
P'(z) = ————— (42" — 122" + 16)
24/ —rt—4234+162+16

lub
« rozpatrzy¢ funkeje pomocnicza:
flz) = —a2' — 42 + 162 + 16
adzie x € (0:2).
Funkcja y = v/t jest rosnaca, wiec funkcje P i f osiggaja wartodé najwieksza
dla tego samego argmmentn z.
fl(z) = —42® — 1222 + 16, gdzie = € (0;2)
—d7® — 120" +16 =0 dla z € {-2.1} (sprawdz)
Z zalozenia x € (0;2), zatem f'(z) =0& ¢ =1,

Funkcja f roénie w przedziale (0;1) i maleje i k_/}\ znak f-
-2 - ——

w przedziale (1:2), zatem dla @ = 1 funkcja f
oraz funkecja P osiagaja wartosci najwicksze.

Pl)=+v/—1"—4-13+16-1+ 16 = V27 =33




el

Odpowiedz: Najwicksze mozliwe pole takiego trapezu jest réwne 3v/3.

4, Rachunek rdzniczkowy

Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko

jedna odpowiedz jest poprawna.

. _I..'E 8
lim =— = a, gdy:

r—2 I&—a

A.a=12, B. a=18, . a=4, Dig=2;

Wskaz wzor funkeji, dla ktérej I_iml flz) = -1.

A. f2) == C. f(z) = f*‘_‘";:u

B. f(z) =21 D. f(z)=2"

Prosta dana rownaniem r = —3 jest asymptota pionowa wykresu funkcji:
A. f(x) = :_‘j , C. flx) = %

B fg)=222, D. f(z) = ﬁff

z4a dlaze(—oo;—2)
—s+2 dla z€ (—2;00)
A..g =86, B. a=>5 G =15 D.a=-2.

Funkcja f(x) = jest ciagla, gdy:

1 . b i . -
Styczna do wykresu funkeji f(r) = —— w punkcie o odcigtej zp = 2 ma
wspolezynnik kierunkowy réwny:

A. 6, B. 4, C. =3, D. 7.

Styezna do wykresu funkeji f(x) = 2* — 4 poprowadzona w punkcie (2,0)
tworzy z osia OX kat a. Wartosc bezwzgledna roznicy [ —a jest najmniej-
sza, gdy:

A. B= 457, B. 3 =52, C. B =060°, 1), = T4
. TN T 3T B T DR e g
Funkcja f(x) = 5, rosnie w przedziale:
Nﬂ ;I"I"H'I"II-'-TiQ'?..'L'! TH.H-'-I‘I'fn:I.I": 'Fl"'!l-.'l""ii f'f-r'i — 1_.-] e 4'1"]"2 r—t— ::t AT nl“'f.ﬂf'l'?'i!-'llﬁ-\ “"I* ﬂillll ii-'-"iﬂt
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rownas:

Ar _?1 Bi '_"4-_ Ci _'3- Dc [..L
9. Jaki jest najwiekszy mozliwy iloczyn liczb 2% i y, jezeli # > 0i 20 +y = 47
A. ‘;—,’ B. & L. 2 D. 4

Zadania testowe

@ Przed maturg z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-3 odpowiedZz ma postac¢ trzyeyirowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)
Oblicz:

3ad 44r°—6r—8
Or?—16

lim
Jq
.

£
Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzyma-
nego wyniku.

Zadanie 2 (2 pkt)
Oblicz wspolezynnik kierunkowy styveznej do wykresu funkeji:

flx) = \Ja2+ =

w punkcie ry = 1. Zakoduj trzy pierwsze cyiry po przecinku rozwiniecia dzie-
sietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 3 (2 pkt) _

Wyznacz najwieksza wartosé funkeji f(x) = T—:; — 2z w przedziale (—oo; 1).
Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyiry po przecinku rozwiniecia dzie-
sietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 4 (4 pkt)
Dla jakich wartosci parametru m rownanie 22° — 22? — 3 = m ma rozwiazanie
nalezace do przedzialu (0;1)7

Zadanie 5 (5 pkt)

Bok kwadratu ABC'D ma dlugosé 2v2. D L C D C
Wierzcholki K i L trojkata réownoramien- E ]

nego AKL (gdzie |AK| = |AL|) naleza do
bokéw kwadratu (ryvsunek obok). Przed-
staw pole P trojkata AKL jako funkcje _.
jego wysokoéci o (gdzie x = |AE|). Okresl 4 B A K B
dziedzine funkcji P. Zbadaj ciaglos¢ tej tunkeji 1 naszkicuj jej wykres.

K E

Zadanie 6 (5 pkt)
Wyznacz wartos¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkceji:

Rk 4w —3ax?
Hal= 1 e rgerar

w przedziale (—5: 5).
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Zadanie 7 (7 pkt)

Dany jest trapez prostokatny ABC D, ktorego ramie AD jest prostopadle do
dluzszej podstawy AB. Krétsza podstawa DC' oraz ramie BC' maja dlugosé 4.
Oblicz wysokos¢ takiego trapezn ABCD spelniajacego podane warunki, kto-
rego pole jest najwieksze.

B 206 4. Rachunek rézniczrowy

5 Statystyka

Ponizsza tabela zawiera szacunkowe dane dotyczace liczebnoscei populacji bo-
bra na terenie Polski w wybranyeh latach. Dane te pokazuja. ze od ostatniego
cwiercwiecza XX wieku nastepuje ciagly przyrost populacji bobra w naszym
kraju.

Rok 1976 1980 | 1982 | 1986 | 1992 | 1994 | 2003 | 2020
Liczebnosé¢ 500 1000 1800 3000 6000 7400 20660 137000



Na podstawie: Krayowy plan ochrony gatunku. Bébr europejskt,
oprac. Andrzej Czech, Krakdw 2007; www.wody.gov.pl

W tym rozdziale poznajemy pojecia statystyezne zwigzane z analiza danych.
Wykorzystuje sie je do opisu roznych zjawisk, takze przy podejmowanin klu-
czowych decyzji gospodarczych i spolecznyeh.

5.1. Srednia arytmetyczna

Przyktad 1
W tabeli podano, ile punktéw zdobyli = 4 g 18 10 20 16 19
dwaj zawodnicy A 1 B w szesciu kolejnych '
- Bil24 184 |0 | 0| 2
meczach koszykowki. _
Srednia liczba punktéw zdobytych przez zawodnika A:
8+18+10+20+16+12 _ 4,
0
Srednia liczba punktow zdobytych przez zawodnika B:
24+184+4+0+0+2 _ o
- -

Definicja

Srednia arytmetyczng n liczb: xy, x5, ..., 2, nazywamy liczbe:
= T+ @+ oo+ Ly

s,
—

T

Zamiast srednia arytmetyczna’ bedziemy czasami pisa¢ krotko: Srednia’.

Cwiczenie 1

W tabeli podano oceny z wybranych przedmiotow otrzymane przez troje
uczniow klasy III na koniec semestru. Oblicz srednie ocen uzyskanyceh przez
Basie i Tomka (zauwaz, ze Tomek nie uczy sie jezvka francuskiego).

2|l=| 8| 8|8 |.2 s |5 3

W | B = = | B 5 | 8§ 5= : o=

s |l & s 2|8 |& |5 | 8| ® -

Al & | R I B | 3|38 88| B| 8

) —_ — = /M e U &) = N3]

Agnieszka 6 3] 2 § 9 4 3 5 4 | 46
Basia 2 1 2 3 i 3 4 3 2 3 7
Mo le =4 A =4 2 9 A A = 3 7
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Cwiczenie 2

Wynagrodzenia miesieczne pracownikow pewnej firmy wyniosly (w zlotych):
3300, 3250, 5500, 3350, 7500, 3300, 3000, 3100 i 2700. Ilu pracownikow tej
firmy otrzymalo wynagrodzenie ponizej sredniej?

B 208 5. Statystyka

Cwiczenie 3
Oblicz srednie arytmetyczne zestawow danych 4. B 1 C. Sformulnj wniosek.

A={7,7,3,4,4,11}, B={17,17,13,14,14,21}, C = {27,27,23,24,24,31}

liczba dziewezal liczba chlopedw

Przykiad 2 8 8
Na diagramach przedstawiono ze- E o é
stawienia ocen semestralnych z ma- 5 i b 5
tematyki w klasie IIT (z podzialem ; ;
na dziewczeta i chlopeow). 5 2
% . . j I [N . ] ... S s
Srednia ocen z matematyki w gru- | I

o = e Sy 1 2 3 45 6 L 23 4 & 6
pie dziewczat: ocena ocena

= _ 1:2+4-3+6.4+85+1-6 _ 84 _ o

Ty =
d 1+44+6+8+1 20)

Srednia ocen z matematyki w grupie chlopeéw:
= = 2:14+3.3+42.44+1.542.6 _ 36 _ 4.
iy 24+3+2+1+2 T

Srednig ocen z matematyki dla calej klasy mozemy obliczy¢, korzystajac z ob-
liczonych wezesniej srednich:
= _ 20Ty +10.F _ 84+36 _ 120 _,

b = — —-
8 10 + 20 30 30
Zwrod uwage na to, ze T nie jest rowne % Jak sadzisz, dlaczego?
Cwiczenie 4 liczba dziewczat liczba chlopedw
Na diagramach przedstawiono ze- 4| i i me————

stawienia ocen semestralnych z bio-
logii w pewnej klasie (z podzialem
na dziewczeta i chlopedw). Obliez 2 | s |
srednie ocen z biologii dla grupy

dziewcezat, grupy chlopeéw oraz dla
calej klasy. 1 2 3456 1 2 3458

OCena CHOETTEY

Cwiczenie 5



a) Srednia aryvtmetyczna liczb: @y, xq,..., 25 jest rowna 16, a srednia arytme-

tyczna liczb: xs, ... 25 jest rowna 17. Oblicz xy.

b) Srednia arvtmetyczna liczb: @y, xs, ..., 27 jest rowna 120, a Srednia aryt-
metyczna liczb: @o, x4, 1 jest rowna 100. Oblicz srednia arytmetyczna liczh:

oy R i T ]

5.1, Srednia arytmetyczna

Zadania

Klub zrzeszajacy dwunastu hodoweow golebi podal. ze kazdy z jego czlon-
kow ma srednio 50 golebi. Dane te okazaly sie¢ nieaktualne. gdy jeden
7z klubowiczow sprzedal polowe swoich golebi — ma ich teraz 36. Ile golebi

przypada srednio na jednego czlonka klubu obecnie? * .
liczba ucznidw

Na diagramie przedstawiajacym zestawienie ocen se- ?

mestralnych z geografii w dwudziestoosobowej klasie ;

nie zaznaczono liczby ocen dobrych 1 dostatecznych. 3 =
Przerysuj do zeszytu i uzupelnij diagram, jesli wia- 2 :
domo, ze Srednia ocen z geografii w tej klasie wynosi: L

a) 3,5, b)325, c)3,65. L% 34 8.5

i f = . _-. 1 i i - .-l' 5 B - ‘I'r. " I- - L .E- .' I 1 8 i l.‘l; ..I' ] " 1 :?I..‘ i ..rJ 1. ] ‘ =
W pewnej firmie zatrudniajace] 15 pracownikow srednie miesicczne wyna
grodzenie wynosi 3800 zl. Jakie bedzie srednie miesigczne wynagrodzenie.

jesli firma dodatkowo zatrudni:

a) stazyste z wynagrodzeniem miesiecznym 2200 zl,

b) trzech stazystow, kazdego z wynagrodzeniem miesigeznym 2300 zl?
Srednie miesieczne wynagrodzenie w pewnej firmie zatrudniajacej 20 osob
wynosilo 3200 z1. Zatrudniono nowego pracownika. [le zarabia ten pracow-
nik, jesli obecnie srednie miesieczne wynagrodzenie w firmie jest:

a) o 2% wyzsze niz poprzednio, b) o 1% nizsze niz poprzednio?

Na diagramie przedstawiono dane dotyczace miesiecznego wynagrodzenia

pracownikéw banku (12000 z1 zarabia dyrektor).

liczba pracownikow

1

3
3 = O | P -

......

|

]

wynagrodzenie [zl]

2900
4200
1400
1800
2200
GO0
8000

5

-
=
=
=l
—_—
1

,..
o
—
-
~
-a
-
-
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b) Ile wynosi srednie miesieczne wynagrodzenie 10 najlepiej zarabiajacych
pracownikéw, a ile — 10 zarabiajacych najgorzej?

¢) Jaka podwyzke otrzymal dyrektor, jesli wszyscy pozostali pracownicy
dostali po 400 zl podwyzki, a srednie miesieczne wynagrodzenie wzrosto
o 10%?

5. Statystyka

Czy wiesz, ze...

Srednia arvtmetyezna jest .wrazliwa” na
dane bardzo odbiegajace od pozostalych,
dlatego czasem obliczamy ja po odrzuceniu
7z zestawu pewnej liczby danych najwiek-
szych 1 najmmniejszych. Tak obliczona sred-
nia nosi nazwe sredniej obcietej.

Srednia obcieta ma swoje zastosowania np.
w sporcie. Obliczenie ostateczne] oceny
w jezdzie figurowej na lodzie czy gimna-
styce sportowe] polega na odrzueeniu dwoch
skrajnych ocen i obliczeniu Sredniej obeiete]
pozostatych.

6. Oblicz srednia podanego zestawu liczb oraz zestawu otrzymanego przez
nusuniecie dwoch liezb skrajnyeh (najmniejszej 1 najwiecksze; ).

a) 0,2,3,4,6,9,9, 127 b) 11, 12, 12, 13, 15, 17, 82

7. Oblicz drednia arvtmetyezna zestawu liczb bedgeyveh kolejnymi wyrazami
= a o . i 2
clggu geometryeznego: 2, 2%, ..., 2'% oraz zestawu otrzymanego przez usi-
niecie dwoch liczb najmniejszych i dwoch liczb najwiekszych.

1 - 8 a FyE @ Sl P -
8. Czy w zamieszczonym obok kwadracie mozna skreslié | % | 2 13| 4
jeszeze jedng liczbe tak, aby srednia arytmetyczna wszyst- | - [N = [N
L L1 T e L L] JJ h\‘ I 5\.

kich skreslonych liczb: :
B [10111]112

13[14]|15] 16

a) wzroslao 1, b)zmalalao 1, ¢) wzrosla o Ij.'i%“': ?

9. a) Wsrod liczb naturalnych od 1 do 12 skreslono cztery (patrz rysunek).

- * e - - . o = . - = =
] 2 7 1 i () 7 3 B 10 11 12

Na ile sposobow mozna skresli¢ jeszeze dwie liczby tak, aby srednia aryt-

metyezna wszystkich skreslonych liczb nie ulegla zimianie?



b) Wérdd liezb naturalnych od 1 do 12 skreslono trzy (patrz rysunek).

- - -

&
1 2 3 4

- i + -
8 9 10 11 12

e
-1®
[ ]

-
(6

Na ile sposobdw mozna skresli¢ jeszeze trzy liczby tak, aby srednia aryt-
metyezna wszystkich skreslonych liczb nie ulegla zimianie?

5.1, Srednia arytmetyczna

9.2. Mediana, skala centylowa i dominanta

Poza srednia arytmetvezna rozpatrujemy tez inne wielkosci slhuzace do analizy
danych. Jedna z nich jest wartos¢ srodkowa — mediana. Aby ja wyznaczyc,
porzadkujemy dane od wartosci najmniejszej do najwiekszej, na przyklad:

1, 2. 2, [2]. 5, 5, 6 — mediana jest liczba 2,

-3, -3,0,0,2,[7], 9, 11, 13, 17, 18 — mediana jest liczba 7.

Mediana nieparzystej liczby danveh jest wartosé srodkowa. W przypadku pa-
rzystej liczby danveh mediana jest srednia arytmetyczna dwoch sasiednich
wartosci srodkowych, na przyklad:

1. 2, [3], [8, 9, 14 — mediana jest réwna 2+2 = 5.5.

.4

Zauwaz, ze mediana dzieli dane na dwie rownoliczne grupy. Dane w jednej
grupie sa od niej mniejsze lub jej réwne, dane w drugiej — wicksze lub rowne.

Cwiczenie 1
Wyznacz mediane podanych liczb.

a) 1, 2, 3, 10, 20 B) 6, 110, 11220 7 c) 18, 6, 4, 10, 5, 4

Cwiczenie 2

W stadninie zwazono wszystkie konie i otrzymano nastepujace wyniki (w ki-
logramach ):

—ogiery: 530, 550, 530, 590, 565, 570, 560, 540;

- klacze: 490, 500, 510, 540, 505, 500.

Wyznacz mediany wagi: a) ogierow, b) klaczy. ¢) wszystkich koni w stadninie.

Cwiczenie 3
Rzucono 20 razy kostka, Na diagramie obok przedsta-  liezba wynikdéw

wiono, ile razy otrzymano poszczegolne liczby oczek. f_:
Wyznacz mediane uzyskanych wynikéw., :;1

3 :
Cwiczenie 4 oL NI I
Podaj przyvklad pieciu liczb, ktorych mediana jest: o i A

J01 .



a) wigksza od ich Sredniej arytmetyeznej, .y AR R
b) mniejsza od ich sredniej arytmetycznej. liczba oczek

Cwiczenie 5
Srednia arytmetyvezna zestawu liczb; 8, 6, 3, , 8, x+4., 4, 6, 7, 8 jest réwna 7.
Ile wynosi mediana tego zestawu liczb?

B 302 5. Statystyka

Aby wskazad polozenie wybranej danej wzgledem innych danych, uzywa sie
skali centylowej. Podajac centyl, ktéremu odpowiada liczba x (méwimy tez:
w ktorym miedci sig liczba ), okreslamy, jaki jest procent liczh mniejszych
lub réwnych tej liczbie.

Przykiad 1

W ponizszej tabeli podano, jakie wartosci centyli odpowiadaja poszezegdlnym
wynikom procentowym nzyskanym na egzaminie maturalnym z matematyki
na poziomie rozszerzonym przeprowadzonvim w maju 2019 roku.

Wynik Wartoscé Wynik Wartosé¢ Wynik Wartosé
procentowy centyla procentowy centyla procentowy centyla
0 3 4 | sl . 68 81
9 | 8 36 53 70 83
4 | 12 38 | 55 | 72 | 84
6 17 A0 57 | 74 86
8 21 | 42 | 50 | 76 | 87
0 24 - 4 | 6l 78 | 89
12 27 46 ' G2 S0 90
14 30 48 | 64 82 01
6 | 3 | s | e | s | 93
18 35 52 68 | 86 94
20 37 54 69 88 95
22 | 40 56 71 90 96
24 | 42 58 ™ 92 07
26 | 44 60 74 | 94 08
28 | 46 62 ' 76 | 96 99
30 | 48 64 78 08 100
8 | 5 | 66 79 00 100

E: ; ; Z i Zrodio: https:/ /cke.gov.pl
Z tabeli mozna odezytad, ze:

o Jedli maturzysta uzyskal na egzaminie 30% punktéw mozliwych do zdobycia,
to wynik ten odpowiada 48. centylowi, co oznacza, ze 48% maturzystow pod-



chiodzacyeh do tego egzalniniil uzyskalo wynik mzszy lab takl sam, natomiast
52% maturzystow uzyskalo wynik wyzszy.
« Jesli maturzysta uzyskal na egzaminie 98% punktéw mozliwych do zdoby-
cia, to wynik ten odpowiada 100. centylowi, co oznaecza, ze w przyblizeniu

100% maturzystow podchodzacych do tego egzaminu uzyskalo wynik nizszy

lub taki sam, natomiast mniej niz 1% maturzystow uzyskalo wynik wyzszy.

5.2. Mediana, skala centylowa | dominanta

Cwiczenie 6

a) Ile procent maturzystow podchodzacych do egzaminu maturalnego z mate-
matyki rozszerzonej w maju 2019 roku uzyskalo wynik lepszy od maturzysty.
ktory zdobyl na tym egzaminie 50% punktow?

b) Jaki procentowy wynik z egzaminu maturalnego z matematyki rozszerzone;
w maju 2019 roku odpowiada 40. centylowi. a jaki — 90. centylowi wynikow
egzaminu?

Przykiad 2
Przedstawiona obok siatka jest siatka centy-
lowa wzrostu chlopeow w wiekn 11-18 lat.

P
oo
chn

wzrost w o

Zaznaczone linie opisuja centyle: 3. 10, 25,
50, 75, 90 i 97.

« W wickn 13 lat chlopiec o wzroscie 160 cm
miesci sie w 50. centylu.

« W wieku 16 lat chlopiec o wzroscie wigk-
szyvim (lub réwnym) od 75% swoich rdwiesni-
kow mierzy ponad 180 em.

Cwiczenie 7
a) Czternastoletni chlopiec ma 167 cm

]
i - iz waiarrinehe

wzrosti. W ktorym centylu miedel sie jego
"-#l"'.........,... L1k (XL

WZrost: 1213 15 16 17 18
. ; wiek w latac
b) Siedemnastolatek ma 186 cin wzrostu. lle . ;
, S e s S , ? Siatka centylowa wzrostu chiopeow
procent jego réwniesnikow jest od niego wyz- e i T
szyeh? Zrodlo: http:// www.czd.pl

Kolejna wielkoscia przydatna podezas analizy danych jest dominanta — war-
tos¢, ktora wystepuje wsrod danych najezescie] (dominanta bywa rowniez na-
zywana wartoScia modalng lub moda).

Na przyklad dla liczh: 1. 1, 2, 2, 2, 3, 5, 5, 6 dominanta jest liczba 2.

Jedli w zestawie danych kilka liczb wystepuje z ta sama. najwyzsza czestosScia,
to przyjmujeny, ze kazda z tych liczb jest dominanta. Jezeli natomiast wszyst-

303
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kie liczby wystepuja tak samo czesto, to przyjmujemy, ze nie ma dominanty.

Cwiczenie 8

Sprzedawca zanotowal rozmiary butow meskich, ktore sprzedal pewnego dnia:
42, 44, 41, 42, 43, 42, 44, 42, 45, 43, 45, 46. Wyznacz mediang 1 dominante
tych danych. Ktory rozmiar butdw byl kupowany najezesciej?

5. Statystyka

Cwiczenie 9

Nauczyeiel biologii zrobil zestawie-

Ocena L | 2|3 | 418 | &

nie wynikow trzech sprawdzianow

przeprowadzonych w dwudziesto-

Liczbaocen | 4 (1023 2 (19 2

osobowej klasie (tabela obok). Po
kolejnym sprawdzianie dopisal do niego nowe oceny. Wyznacz dominante 1 me-

diane ocen w nowym zestawienin. jesli wiadomo. ze z tego sprawdziama:

a) wszyscy uczniowie otrzymali oceng dobra,

b) polowa nczniéw otrzymala ocene bardzo dobra. a pozostali — niedosta-

teczna.,
Zadania
1. Oznaczmy przez T. M i D odpowiednio érednia arvtmetyczna. mediane

i dominante zestawu liczb: 1. 2, 3, 4, ¢. 2, 3, 4, 4, 4. Oblicz ¢, jesli:

D, b) T =M.

a) T =

Kazda z osob A, B, C', D, E. F wykonala serie rzutow kostka. Na diagra-
mach przedstawiono, ile razy wypadly poszezegdlne liczby oczek w seriach.
Wryznacz mediane, dominante i srednia arytmetyczng liczb oczek wyrzu-
conych w kazdej serii.

liczba A liczba B liczba C
reutow rZulow ' reulow
B po AR prce 6 HET 61
4 4 4 -
Ry Lol Bl 3 e 3 ! o
o R e 9 o] Mo )
1 oo 1 | el et (AT TR e

E: 2 3 4 5 6 i 1 4 & B I 2 d 4 5 6

liczba oczek liczba oczek liczha oczek

llif’ﬂl}fi D |t('.zhf1 E lu:thi oy
rzutow rEutow rzntow
(5]

i s ﬂ i FREREEE e ﬁ -




4 | 4
'3 11 ‘1 .......... '; et
2 2 : o] :
| 1 |
I 2 &% & 5 b 1 2 3 4 5 6 I 2 3 4 a9 6
liczba oczek liczba oczek liczba oczek

5.2. Mediana, skala centylowa | dominanta

3. Kazdazosob A, B, €' wykonala serie rzutow kostka. Na diagramach przed-
stawiono, ile razy wypadly poszezegolne liczby oczek w seriach, Wyznacz
mediane, dominante i srednia arytmetyczna liczb oczek wyrzuconych lacz-
nie przez osoby: a) Ai B, b) AiC, ¢) BiC.

liczba A liczba B liczba 8.
rzitow 3 rzutow rEutow
6 o - L) 6
5 5 |- 5
] 4 4 |
3 [l 3| 3
3 .................. 2 ; el T RS ‘z ...... —
| e | 1
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 & 37 & 5 %
liczbha oezek liczba oczek liczba oczek

Czy wiesz, ze...

W niektérych zagadnieniach (np. w kryptografii) wykorzystuje sie liczby
losowe. Liczby te mozna wygenerowad za pomoca prograimu komputero-
wego lub mozna skorzystac z odpowiednich tablic. Ponizej podano osiem
wierszy tablicy liczb losowych, w ktorej wystepuja liczby od 0 do 9 odpo-
wiednio pogrupowane.

46016 24742 21311 88342 67778 20741 26755 55382 96777 06729
89311 86439 32128 17700 90725 01936 23678 54622 27342 96439
09006 57476 64080 47646 68020 32924 68500 81779 17120 57784
84642 87958 96983 80086 19451 53725 82606 54516 62617 67000
88645 63989 45783 33657 54733 68580 97232 98073 27454 36174
7H815 34604 83791 91421 09176 49317 17045 79972 65081 32075
37019 94048 44462 48948 20999 19107 51184 89352 00122 07222
01324 69795 95403 20891 89075 82476 02147 19961 84203 02724

-

N0 e PR B

4. Wykonano diagram dla liczb z pierwszego wiersza powyzszej tablicy liczb

losowych. . _
liczba wystapien
a) Oblicz ich srednig arytmetyezna oraz 10—
s " z i patasisssrsarsssssisimsssprsassostosteros A onso
mediane. Ktéoremu centylowi odpowiada 0 [
SR T R o T TR oA I 1

405 N
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lczba 2, a Ktorem lhezba (f

b) Wykonaj analogiczny diagram dla
liczb z drugiego wiersza tablicy. Wyznacz
ich Srednia arytmetyeznag, mediane i do-

Lol = Sy f o R

minante. Ktoremu centylowi odpowiada

liczba 37 Pl 234 58T 879
liczha losowa

5. Statystyka

5. Ponize) przedstawiono tabele zawierajaca skale centylowa wynikéw egza-
minu maturalnego z fizyki (poziom rozszerzony, maj 2019 rokun).

Wynik Wartosé Wynik Wartosé Wynik Wartosé
procentowy centyla procentowy centyla procentowy centyla

o0 | 1 | 3@ | 4 | e | &
2 1 35 48 GS 89

3 1 | 3 | s | 7 | 83

5 2 38 52 72 85

7 1 40 54 | 73 | 86

8 G 42 56 7% | 87
10 8 | 48 | s | m | g
12 11 45 60 78 00
13 4 | & | et | s | =
15 16 | 48 63 82 99
17 | 9 | s | e | 8 | o3
18 29 52 66 85 94
0 | 9 | 53 | e | 8 | 95
22 o8 | B8 | 1w | 8 | 96
23 31 | 57 | m | e [ 7
25 33 58 73 92 08
27 36 | 60 | 7 | 93 | 99
28 39 | 62 | 7 95 99
30 . | e | w | e | 100
32 3 | 65 9 | 98 | 100
Zrédio: https:/ /cke.gov.pl 1010 100

a) Jaki wynik procentowy gwarantowal znalezienie si¢ w gronie 15% ma-
turzystow, ktorzy uzyskali najlepsze wyniki na tyin egzaminie?

b) Wynik procentowy pewnego maturzysty rowny jest medianie wynikow
egzaminu, a wynik jego kolegi odpowiada 60. centylowi. O ile punktow
procentowych réznig sie ich wyniki z tego egzaminu?

6. Oznaczmy przez T. M i D odpowiednio Srednig aryvtmetyczna. mediane
1 dominante zestawnu danvch. Podai prevklad plech liczb. ktore spelniaia



warunelk:
a) T< M < D, b)D<T<M, ce)M<E<D, dD<M<T

7. Oznaczmy przez T, M i D odpowiednio srednia arytmetyczna, mediane
I dominante zestawu danych. Podaj przyklad siedmiu liczb, ktore spelniaja
warunek: a)T< D<M, bM< DT

5.2. Mediana, skala centylowa i dominanta

5.3. Odchylenie standardowe

Przyktad 1

W dwéch dziesigeioosobowych grupach studentow przeprowadzono ten sam
egzamin oceniany w skali 0-220 punktéw. Wyniki otrzymane w grupach A
i B przedstawiono na diagramach.

GRUPA A GRUPA B
liczha punktdow liczba punktdw
220 s e Rl e : peussiees 220) vy it sl ety eyl
: : = I 3 i ; i 1 & L i
IHU ST SR O etmanc: e PSS CRPETEC MR . IEU
1 B B i S S T R T 160 |- | et b
i = & W % 2 T F ® :
100 iPmsrusastisugalubiisinn bl 100 _ _ s
q) fis - . 8. I ﬁ ; i <1y (R SRR e e SR ._ : g
60 k- .- il AT g | 60 |- . == il I 3t et |
f : i i L
] : . !
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 &£ 3 4 b8 7T =% 9 10
osoba osoba
Wyniki w grupie A: 60, 70, 80, 82, 110, Wyniki w grupie B: 10, 20, 30, 82,
145, 145, 156, 162, 170 110, 145, 145, 206, 212, 220

Obydwa zestawy danych maja sredmia arytmetyezna rowna 118, mediane —
127.5 oraz dominante — 145. Jednak rozproszenie wynikow w grupie B jest
znacznie wigksze niz w grupie A. Jako miare rozproszenia danych wokol ich
dredniej przyjmuje si¢ odchylenie standardowe.

Definicja
Wariancja liczb: @&y, @4, ..., 2, nazywamy liczbe:
(21—F)° + (22—F)* + ... +{zy—F)>

T
gdzie T jest srednig arytmetyczng liczb: xy. 2q9.....2,.

J07



| Odchyleniem standardowym liczb: . 29, ... .2, nazywamy liczbe o okre-
slona za pomoca wzoru;

e \/Em—:r'.]"" + (2o—F)* + ... + (Tn—T)*
s

Uwaga. Wariancja jest rowna o? 1 jest w ten sposob oznaczana.

I 208 5. Statystyka

Przyktad 2
Oblicz wariancje 1 odchylenie standardowe danych: 4, 9, 11, 13, 13.

Obliczamy $rednia i wariancje:
= 4+9+11+13+13

5

= 10

i (4—10)2 4+ (9-10)24+(11-10)24(13-10)2+(13-10)% _ 56

- = — =112
ol uJ
Zatem odchylenie standardowe o = /11.2 = 3,35.
Cwiczenie 1
Oblicz wariancje i odchylenie standardowe danych:
a) 4,5,6,T, 8; b) 3, 6, 6, 6, 9 ¢} 8, 12, 13, 13, 14.
Klasa A Klasa B
Przykiad 3 liczba uczniow liczba ucaniow
Na diagramach przedstawiono oceny seme- 7y oy T B B
stralne z muzyki w dwéch dwudziestooso- 6| | N ©
bowych klasach. Srednia ocen w obu kla- ; . m L; o N
sach jest rowna 4. Pokaz, ze odchylenie 5| 9
standardowe ocen jest wieksze w klasie A. 21 2
I .............. {12 l ........................
Obliczajac wariancje w klasie A, wykorzy- - RN
: : 23456 23456
stujemy pogrupowanie danych: ocena ocena
A T (2—4)*+3:(3~-4)*+3 . (5-4)*+7- (6-4)* _ 62 _ 31
A4 20 — g
Odchylenie standardowe o4 = /3.1 = 1,76.
Analogicznie obliczamy wariancje w klasie B:
: 3+ (2—4)247 (3~4)24+7 . (5-4)2+3 - (6-4) a8
o3 = (2=4)"FT- (B~4)"+T - (~4)+3-{6-4)" .88 4149

20 20

(Odchylenie standardowe g = /1.9 = 1.38. Zatem o4 > og.

Cwiczenie 2
Sprawdz, dla ktorego zestawu danych, A czy B, odchylenie standardowe jest



WICKSZEe.

A 1,1,1,2,2,3,4,4,5, 5,5 Bil;2, 2,3,33;4:4,.5

Cwiczenie 3

Oblicz odchylenia standardowe zestawow liczb A 1 B. Sformuluj wniosek.

A:1,2,2,3,3,3.4, 4, 4. 4 B:11,12,12,13,13, 13, 14, 14, 14, 14

5.3. Odchylenie standardowse

Cwiczenie 4

Dane sg zbiory: X = {1,—-1.2,-2.3,-3} i Y = {10,—10. 20, —20, 30, —-30}.
[le razy odchylenie standardowe liczh ze zbioru Y jest wieksze od odchylenia
standardowego liczb ze zbioru X7

Cwiczenie 5
W tabeli przedstawiono dane dotyczace miesiecznego wynagrodzenia w dwoch
firmach. Oblicz wariancje oraz odchylenie standardowe wynagrodzen w fir-
mie X i w firmie Y.
Firma X Firma Y
Liczba pracownikow 2 16 2 16 2 2

Wynagrodzenie [1] 3000 | 3500 4000 = 3000 | 5000 6000

Uwaga. Odchylenie standardowe jest wyrazane w tej samej jednostee co analizowane
dane, a wariancja — w tej jednostee podniesionej do kwadratu.

Wariancje liczb mozna réwniez obliczyé, korzystajac z podanego nizej wzoru.
Warianeja liczb: ). xs. . .. , 2, ktorych srednia arytmetyczna jest rowna T,

WyTraza si¢ za pomoca wzoru:
5 e+ ai ..+ a

=2
aog- = =L
= (%)
Dowad
U'}J_(ll_[)a'i'{’i_ﬁ:‘}z_" +{in_f)£=
(i
-2 T+ (TP 4l — 20T+ () 4. +2t — 20, T+ (F)F
T
B .-r"f T &3 T sen T .'J'.';‘i 4 -n.(‘-.‘f}""’ —2%(xy + w2+ ...+ 33) 3
L] n
2 e e =Y
- Ty + a5+ 4+ Ty Iz '”’(‘I}d L. lanwaz, 7e 1+ T2+ ...+ dn = NE.
' )
e T Y
- : - (@)

Cwiczenie 6

J09 I



W pewnej firmie analizowano staz pracy pracownikow — dane zestawiono w ta-
beli. Oblicz sredni staz pracy pracownikow tej firmy oraz wariancje 1 odchy-
lenie standardowe.

Staz pracy w latach = 1 = 2

[

4 | 5|6 | 7|8 )| 9|10

Liczba pracownikéow = 6 ) 3 2 4 2 3 2 () |

B 210 5. Statystyka

Zadania

1.

5.

Oblicz srednia arytmetyczna, wariancje i odchylenie standardowe danych:

a) 5,5, 5,5, 5, 5; ¢) 3,33 1777 e) 2,2.6,6,7,7,7,8,9;
b) 4, 4. 4, 6, 6, 6; d) 3,4,5,5,6,7; £) 4,5,9,9,9,9,9, 10.

Przed rozpoczeciem zawodow sumo zwazono szesciu zawodnikow i otrzy-
mano nastepujace wyniki (w kilogramach): 170, 190, 160, 170, 180, 150.
Oblicz wariancje i odchylenie standardowe otrzymanych danych.

Na diagramie przedstawiono zestawienie ocen seme-  liczba ucaniow

stralnych z fizyki w klasie IIlc. ? :

a) Oblicz odchylenie standardowe tych ocen. 2 :

b) Iu uezniow otrzymalo ocene rozniaca sie od Sred- ; BN e e
niej ocen o mniej niz odchylenie standardowe? 2 i

¢) Ilu uezniéw otrzymalo ocene mieszezaca sie w prze- l T ;
dziale (T — 20T + 20)7 ocena

Sprawdzian ze statystyki przeprowadzony w klasie 1Ila byl punktowany
w skali od 0 do 20 punktow. Jego wyniki przedstawiono na ponizszym
diagramie.

liceba uczniow

l g < dbid ] L] EETTINTIRY 3

0 1 2 3 4 &5 6 © 8 9§ 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
liczba punktow

a) Ilu nezniéw otrzymalo wynik spoza przedzialu (T — a7 + 0)?

b) Czy ktorys uczen otrzymal wynik spoza przedzialu (T — 307 + 3a)?

Grupe dziesieciorga nezniow zapytano o to, ile minut kazdy z nich jedzie do



Korelacja

szkoly. Dziewczeta podaly odpowledzi: DU, o0, 20). 10, natomiast chiopcy:
30, 35, 20, 35, 25, 35. Oblicz sredni czas dojazdu oraz wariancje i odchylenie
standardowe dla:

a) grupy dziewczat,

b) grupy chlopeow.

¢) calej dziesiecioosobowej grupy.

5.3. Odchylenie standardowe

O dodatniej korelacji miedzy dwiema zmiennymi w statystyce

mowimy, gdy wzrost jednej z nich powigzany jest ze wzrostem drugiej.

Na przyklad zbierajac dane dotyczace czasu spedzonego na bieganiu i liczby
spalonych kalorii, mozemy oczekiwa¢ dodatniej korelacji tych danych.

Ab
(%,

y zmierzyc korelacje miedzy zmiennymi x i y na podstawie par danych: (x,, ¥,),
Vol oo (% ¥,). KtOrych srednie arytmetyczne wynosza odpowiednio X i y, oblicza sie

wspotczynnik korelacji r Pearsona [czyt. pirsona):

X =Xy =¥+ =Xy - ) + .+ (X, = X) Y= F)
-,Hx —X)7 4+ (=X 4+ =K J =T+ -V + o+ (1, - F)°

Wartos¢ tego wspotczynnika dia korelacji dodatnich jest liczba z przedziatu (0;1).

Ponizsze wykresy przedstawiaja zestawy danych o silnej, stabej i zerowej korelacji.
A A e 0 A
O o © Q
o d 5.0 . o8
Q C Q
Ho & 5 % g ©
o o
O o0 o
o o o
. s o
@© o " oo
- - -
silna korelacja dodatnia, staba korelacja dodatnia, korelacja zerowa,
r=0.9 r=04 r=0

16? 169

(=lw] BT T4

172 174 176 | 177

. Wtabeh zestawiono informacie o wzméme (x, w cm) i masie

cianych

178 180 184

TA 7a TR an 20
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Warto wiedziec

Inne miary rozrzutu danych
Miara rozrzutu danych jest rowniez rozstep, czyli roznica miedzy najwieksza

1 najmniejsza z danych liczb.

1. W ponizszej tabeli podano wyniki pomiarow temperatury powietrza (w "C)
przeprowadzonych w ciggu ezterech kolejnych dni listopada.

Bk Godzina) ¢ | g | 10 | 18 | 14 | 16 | 18 | 20
13 listopada —4 -2 ~1 0 3 5 4 3
14 listopada —1 () 1 3 3 | 5 2 | |
15 listopada 2 3 G 9 11 10 ) 6
16 listopada 4 0 &8 10 10 8 i 1

Oblicz rozstep i odchylenie standardowe:
a) wynikow uzyskanyceh kazdego dnia,

b) wszystkich wynikow uzyskanych w ciagu ezterech dni.

2. Zbierz dane dotyczace wzrostu uczniow w twojej klasie. Oblicz rozstep
i odchylenie standardowe tych danych.

Jako miary rozrzutu danych uzywa sie tez odchylenia przecietnego.

Odchyleniem przecietnym (bezwzglednym) liczb: x,, xs.. ...z, 0 Sredniej
arytmetyczne] T nazywamy liczbe okreslona za pomoca wzoru:
d

- [y — &} e — T + - FiTn — 1T

Tt

Odchylenia przecietnego uzywal Pierre Simon de Laplace [czyt. pier simg de

laplas] (1749-1827).

3. Sprawdz, czy odchylenie przecietne dla podanych liczb jest mmiejsze, réwne
czy wieksze od odchylenia standardowego.

1 | = 4 I's y I Y . 1 i Fal 94 ©% % '] u ol e | . B = i



a) J, LU sy s, Uy Lo Ll 4y 2, Uy O, 14 NI Palliiny

4. Na diagramie obok przedstawiono, ile razy wy- 3
padly poszczegdlne liczby oczek podezas serii 2l — -
rzutow kostka. Oblicz Srednia arytmetyczna, | Pt e
odchylenie standardowe i odchylenie przecietne T o o BB
tych danych. liczba oczek

Inne miary rozrzutu danych

5.4. Srednia wazona

Przyktad 1

Podezas egzaminu z jezvka obeego wypowiedZz studenta oceniano w dwach
kategoriach: x; — ocena za umiejetnosc komunikacji, s — ocena za poprawnosé
gramatyczna. Ostateczng ocene z egzaminu ustalano, korzystajac ze wzoru:

Jry 4+ 2o
341

W ten sposéb zwickszono znaczenie (wage) oceny za umiejetnosé komunikacii
w stosunku do oceny za poprawnosé gramatyvezng., W tabeli podano oceny.
ktore otrzymali Agata, Marek 1 Tomek.

Ty Iy 3£L1+_1; Ocena z egzaminu
Agata 5 3 SIS = 28 4.5
Marek ) 2 | {—hf—‘} = % 5.0
Tomek 3 5 : i,‘+ 2= 1—,' 3.5

W powyzszym prayvkladzie obliczylismy $rednia wazona.
Definicja

Srednia wazona liczb: xy.29..... 7 7z odpowiadajacymi im wagami:
01 Moy ... s Mg, bedacymi liezbami dodatnimi, okreslamy wzorem:
miT1 +Nneds 4+ ... + Tk
] +n2 4.+ R

:I:;“ =

Cwiczenie 1

Oblicz $rednia wazona liczb #;, =41 x,

6 z podanymi wagami.

1 c) iy =00, np =05

a) =3, nag=1 b) ny =1, n;

Zauwaz, ze jeshi wszystkie wagi sa rowne, to srednia wazona liczb jest rowna
ich sredniej arytmetycznej.
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Cwiczenie 2
Oblicz srednia wazona liczb z podanymi wagami.

) Prieabal| 6 | o [12] 8 b) Brieabn]| 7 | 3 | 4 | 5
Waga | 2 | 1 | 3 | 4 Waga 02|03 05 04

B 214 5. Statystyka

Cwiczenie 3

Uezestnikom kursu jezvka angielskiego wystawiono oceny za cztery umiejet-
nosci: 1y — za rozumienie ze shuchu. zy — za rozumienie tekstu pisanego, @y —
za wypowiedzi pisemme. &y — za wypowiedzi ustne. Aby wystawi¢ ocene kon-
cowa. postanowiono obliczy¢ srednig wazona z nastepujacymi wagami: ny; = 1,
=R, =l fly =0,

T &y 3 Ty Ocena koncowa
Asia 4 5 3 4 3.8
Basia 6 5 2 1 iy 7
Kasia 2 § D 4 | 2 |

a) Oblicz koncowe oceny Basi i Kasi.

b) Czyv gdyby prayjeto n, = 4, a pozostale wagi zostawiono bez zmian, to
Basia mialaby wyzsza ocene koncowa od swoich kolezanek?

Przykiad 2
Oblicz srednia arvtmetyczna liczb:
2.2,22 2,229 2.2 22.7T,7.55 99

Sprawdzamy. ile razy wystapila kazda  Liczba x, 2 | 7| 9
z liczb 2, 7, 9, a nastepnie obliczamy '
srednia arytmetyczna:

nixy + noxo + nars 12-245-7T4+3-9 B6

—_— — T 4‘3
1 =+ o 4= ny 20 20

Liczba wystapienn; | 12 | 5 | 3

Zauwaz, ze Srednia arytmetyezna podanego zestawu danych jest srednia wa-
zona liczb 2, 7, 9 z wagami réwnymi liczbie wystapien tych liczb.

Cwiczenie 4
W pewnej grupie studentéw zebrano dane dotyezace wysokosci otrzymywa-

nego stypendium i przedstawiono je w tabeli.

r; — wysokod¢ stypendium [z1] 0 300 600 800



a) Oblicz srednig wysokoé¢ stypendinm przypadajaca na jednego studenta.

b) Studentom, ktorzy do tej pory nie otrzymywali stypendinm, postanowiono
wyplacac je w wysokosci 250 zl. Ile obecnie wyniesie Srednia wysokosc sty-

n; — liczba studentow 20 | 10 15

pendimm?

Zadania

o

5.4, Srednia wazona

1,

Oblicz srednia wazona liczb z podanyvimi wagami.

b)

2) | Liczba | 11 | 12 | 13 Liczba | 3 | 5 8 | 11
Waga 0,1 03 06 Waga | 08 | 0,1 04 03
I{f}lﬂ{lll‘ﬁ .taklﬂ,cia Sie 7z {t.:r:’[-f?l‘l?‘-('ll eta- Etap I I I IV
pow ocenianych w skali od 0 do 10 d .
punktéw. W tabeli podano liczby Waga | 0,2 _ 0,8 . 0,4 | 0,6
punktow. ktore zdobyli finalisci. Adam | 10 5] 8 T
Ostateczny wynik _]{*-,t sredniag wa- Marek | 5 8 G i
zona. Ktory zawodnik wygral kon- )
Piotr 9 4 10 3

kurs?

Dane sa liczby @y, @a, @4 1 4. Sprawdz, czy w przvkladach A i B Srednia

wazona jest taka sama.

A

‘| Liczba ©1 | ®2 &3 | @y Liczba| €1 | X2 | *3 | &y
Waga 3 2 5 2 Waga 06 04 1 | (0.4
Oblicz ¢, jesli srednia wazona danych liczb jest rowna 6,5.
8) [Licgba| ¢t | 4 | 8 ) | Licaba 15 | 9 | 3
Waga 03 03 09 Waga = 2 3 t
Oblicz w, jesli srednia wazona danych liczb jest rowna 3.
®) | Liczba 3 | 9 | w ®) Liczba 10 | 8 @ 6 | 2
Waga 0.7 03 0.1 Waga w 3 5 8

Ocena semestralna z matematyki jest srednia wazona ocen z wagami po-

danyimi w tabeli. Tomek otrzymal nastepujace oceny:
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- prace domowe: 1, 1, 1,

— kartkéwki: 3, 1, 2, Kategoria Waga

- klaséwki: 3, 6, 6. praca domowa 1
Dla jakiej wartosci n srednia wazona  |ertkéowka 9
tych ocen jest rowna: )

. - klasowka n
a) 3. b) 47

B 516 5. Statystyka

5.5. Zagadnienia uzupetniajace

M Rozkfad normalny

Przy analizie wiclu zjawisk, gdy mamy do dyspozyveji duza liczbe danych,
diagram. za pomoca ktérego je porzadkujemy, czesto ma taki ksztalt jak
na rysunku ponizej:

np. 4 i
liczba e =
g P ]
luclzi = .
g—-ﬂ""‘Fﬂb‘f HM

- np. wzrost
Zdarza si¢ to m.in. wowezas, gdy porzadkujemy takie dane, jak wzrost
i waga ludzi ezy dlugosé lisci okreSlonego drzewa. Taki rozklad danych
nosi nazwe rozktadu normalnego. Krzywa (zaznaczona na rysunku kolorem
czerwonym) jest nazywana krzywa Gaussa. Jest ona symetryezna wzgle-
dem proste] pionowej poprowadzonej przez srednia arytmetyczna danych.
Jesli rozklad danych jest rozkladem normalnym, to okolo 68.3% danych
rozni sie od Sredniej o mniej niz odchylenie standardowe o, a okolo 95,6%
danych rézni sie od sredniej o mniej niz 20. Regula trzech sigm mowi. ze
do przedzialu (T — 30: 7 + 3a) nalezy okolo 99.7% danych.

|

|

| 3415% | 3415% |

13.65%. : 113,65%
T T

T — 3o T —2a e T+4+o T2 T4 30

1. Przyjmijmy. ze wyniki testu 1Q przeprowadzonego w grupie 500 oséb maja
rozklad normalny ze §rednia @ = 100 i odchyleniem standardowym o = 15.
Oszacuj, ile osob z tej grupy uzyskalo wynik testu:

a) miedzy 85 a 115, b) wiekszy od 115, ¢) wiekszy od 130.

2. Zebrano dane dotyezace wzrostu 200 uezniow liceum sportowego. Maja
one rozklad normalny o Sredniej T = 177 ¢ 1 odchyleniu standardowym



a = 6 cm. Oszacuj, ilu ucezniow ma wzrost powyzej 171 cm.

3. Zaréwki produkowane przez pewna firme przepalaja sie srednio po 2000
godzin. Przyjmujac. ze zebrane dane maja rozklad normalny, oszacuj, ile
zarowek z partii liczace] 20000 sztuk przepali sie przed uplywem 1400
godzin, a ile przed uplywem 1100 godzin, jezeli odchylenie standardowe
o = 300 godzin.

5.5, Zagadnienia uzupelnigiace 317 .

Vv

Zestawy powtorzeniowe

W Zestaw |

1. Obliez $rednig arytmetyezna, mediane i dominante danych liczb.
al 5,4,3,9,4,3,5, 4 ¢) 88,1,3,4,6,1,6,8
b) 9,12, 9,12, 7, 9, 94, 8, 20 d) 4, 16, 13, 5, 7, 16, 15, 4

2. Studenci matematyki zdawali egzamin w dwaoch grupach. W tabeli podano
liczby poszezegélnyeh ocen, jakie otrzymali. Oblicz drednia ocen z egza-
minu dla kazdej grupy.

Ocena 2 3 |30 | 4 |45 | o
Grupa I 3 6 5 3 3
Grupa Il 0 3 4 4] 4

o | b3

3. W cdagu kolejnych siedmiu dni szkolnego rajdu rowerowego przebyvto trasy
dlugosci: 26 km, 34 km, 40 km, 44 km, 45 km, 37 km, 26 km. Oblicz srednia

dlugosé trasy przebytej jednego dnia oraz odchylenie standardowe.

4. Wagi urodzeniowe szesciu noworodkéw urodzonveh jednego dnia na od-
dziale pewnego szpitala byly réwne (w gramach): 3500, 3100, 2850, 3300,
3550, 4700. Oblicz srednia wage noworodkow oraz odchylenie standardowe.

5. W klasach Illa oraz IIIb pewnej szkoly przeprowadzono ankiete. Kazdy
uczen odpowiedzial na pytanie: .lle godzin dziennie ogladasz telewizje?” .
Wyniki ankiety przedstawiono na ponizszych diagramach. Oblicz Srednia
arytmetycezna, mediane i dominante zebranych danych dla kazdej klasy
oraz dla obu klas razem.

IIla [11h

liczba uczniow liczba ucznidow



4 4
3 3
> 2
1 1
0o 1 2 3 3 0,5 1 15 2 25
czas |h] czas |h]

B 216 5. Statystyka

Vv

6. Oblicz srednig wazona liczb z podanymi wagami.
a - s ¥ b - -
) Liczba| 2 9 O 8 ) Eiezba| & | 10 | 12 | 20
Waga 5 1 2 3 Waga | 0,1 1,1 |03 | 0,5
7. Ocena roczna jest srednia wazona (za- _
o ‘ 2 | Uczen A\ BN |D H
okraglong do liczby calkowitej) ocen: Vahet| Ml |
za pierwszy semestr z waga 04 1 za | Isemestr 5 6 3 2 5
drugi semestr z waga 0,6. Jakie oceny e T F =
_ : : e e 1 Ilsemestr 6 5 | 5 o | 2
roczne otrzyvmali ueczniowie, ktérych
oceny semestralne podano w tabeli?
B Zestaw |l
1. Srednia arytmetyczna liczb: a. b, ¢, d jest réwna 8. Ktdre z ponizszych zdan
sq prawdziwe?
A. Srednia arytmetyczna liczb: a, b, e, d, 0 jest rowna 8.
B. Srednia aryvtmetyezna liczb: a, b, ¢, d, 13 jest rowna 9,
C. Srednia arytmetyezna liczb: a,a, b, b, ¢, e, d, d jest réwna 16.
2. Na ponizszym diagramie przedstawiono dane dotyczace wzrostu dziewczat

i chlopcow w pewnej klasie liceum.

liczha ucznidw

160 161 162 163 164 165 166 167 168 160 170 171 172 173
wzrost [em]

1 chlopey O dziewczeta
a) lle dziewczat ma wzrost wigkszy niz sredni wzrost w grupie dziewczgt?
b) Il chlopedw ma wzrost wiekszy niz Sredni 5% 10%

wazrost wszystkich uezniow w klasie? onv. L
b B T an 0y



3. Na diagramie kolowym podano procentowy

rozklad ocen semestralnych z matematyki
w pewnej szkole. Oblicz srednia ocen z ma-
tematyvki w tej szkole. Ile wynosi odchylenie
standardowe przedstawionych danych?

40%

Zestawy powtdrzeniowe

v/

Grupie uczniow zadano pytanie: ,Ile godzin 10%
dziennie poswiccasz na czytanie ksigzek?”.

Wyniki ankiety przedstawiono na zamieszezo- — 20%

nym obok diagramie. Oblicz wariancje i od-

chylenie standardowe tych wynikow.

40%

a) Srednia aryvtmetyczna liczb: 2. 1, 5, a, 4, 1

jest rowna ich wariancji. Oblicz a. 30%

b) Srednia arytmetyezna liczb: 7. 3, x, y, 8, 5, 6 jest rowna 5, a odchylenie
standardowe jest rowne 2. Oblicz 1y, jeshi @ < y.

Uczniow klasy Illa podzielono na grupy wedlng pierwszych liter nazwisk:
erupa I — od A do K. grupa II - od L do P, grupa I1I - od R do Z. Sred-
nia ocen semestralnych z jezyka polskiego w kazdej z grup przedstawiono
w tabeli.

Grupa I Grupa I1 Grupa III
Liczba uczniow 12 8 10
Srednia ocen w grupie 3,5 3,25 4.3

Troje uczniow w grupie I otrzymalo na koniec semestru ocene niedosta-
teczna. O ile bylaby wyzsza srednia ocen w tej grupie, a o ile w calej
klasie, gdyby uczniowie ci na koniec semestru otrzymali ocene dopuszeza-
jaca, a oceny reszty uczniow pozostaly bez zmian?

W pewnej kuracji stosuje sie lek X Iub lek Y. Lek X podano jednej gru-
pie pacjentéw, a lek Y — drugiej. Ponizej przedstawiono dane dotyczace
skutecznosci kazdego z nich (z podzialem na ple¢ pacjentdow). Przerysuj
tabele do zeszyvtu i ja uzupelnij. Ktory lek jest skuteczniejszy?

Lek X Kobiety  Mezezyzni  Razem
Liczba os6b 200 300 500
liczba osdb 30 R

Lek skuteczny L :
nrocent os6b 15%. 40Y%, iy

-f?-{
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Lek Y Kobiety  Mezczyzni  Razem

Liczba oséb 400 e /) v/
liczba os6b 80 45 VA
Lek skuteczny - - A7 |
procent oséb | i/ i) - 25%
B 520 5. Statystyka
Sposob na zadanie @

W przykladzie bedziemy korzystad¢ z ponizszego wzorn na wariancje liczb:
Ty &, ..., &y, ktoryeh Srednia arytmetyezna jest réwna 7
3 tf i :r%—}— wsjai o :1::,;31

- (2
g = G (T)

Przykiad

Grupe siedmiorga uezniow zapytano o to, ile czasu kazdemu z nich zajmuje
powrot ze szkoly do domu. Wyniki przedstawiono w ponizszej tabeli. Oblicz
odchylenie standardowe czasu powrotu dla calej siedmioosobowej grupy.

Dziewezeta.  Chlopey

Liczba pytanych | 4 5
Sredni czas [min] 40 35
Odchylenie standardowe [min] 1 2

Niech xy, s, 3 1 ¥4 beda czasami powrotu dziewezat ze szkoly do domu,
a iy, Yo 1y — czasami powrotu chlopeow. Oznaczmy srednie czasy dziewczat
i chlopedw odpowiednio przez Ty 1 .. Wowezas T; = 4017, = 35.
Obliczamy sredni czas T powrotu ze szkoly do domu dla calej grupy uczniow
(jest on Srednia wazong liczb T, 1 7,.):
1Ty +3.7, _ 4-40+3-85 _ 265 _ 4o gq

4+ 3 7 T
Wariancja dla caworga dziewezat dana jest wzorem:

> .':."‘;‘ -+ :r% -+ .-r:% -+ .*L'E

T = 1 — (&)

=

Zatem:

2? + x5 + af +at = 4(0d + (T4)?) = 4(4% + 407) = 6464
Wariancja dla trzech chlopcow dana jest wzorem:

2 i 2
Vit Tty =
LTt ()

3
gt =
Zatem: _
y? + 42 + 43 = 3(o? + (7.)%) = 3(2% + 35%) = 3687
Obliczamy wariancje dla calej siedmioosobowej grupy:

o e T I R T R L T e T i BAsAd L RO .
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Zatem odchylenie standardowe: o = Vo2 = 4,09 min

Odpowiedz: Odchyvlenie standardowe dla calej grupy wynosi 4,09 min.

Sposéb na zadanie 321

@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1. W pewnej firmie jest zatrudnionych 10 osdb. Ich miesieczne wynagrodzenia
wynosza: 2900 zt, 3100 z1. 3100 z1, 3240 zi, 3290 zi, 3300 z1. 3320 z1, 3750 =1,
5800 zi, 8000 zI. Ilu pracownikow tej firmy ma wynagrodzenie wyzsze od
wynagrodzenia sredniego?

A. G B. 4 C.3 D. 2

2. Grupie 50 losowo wybranych os6b w pewnyin mie-
scie zadano pytanie: . lle godzin w tygodniu poswie-
casz na uprawianie sportu?”. Wyniki ankiety przed-
stawiono na diagramie. O ile mediana otrzymanych

10%

danych jest nizsza od ich sredniej arvtimetyczne)?
A. 0.1 €. 0.3
B. 0.2 D. 04

3. Liczby a,b. ¢, d ustawiono w kolejnosci rosnacej, a ich mediana jest rowna 7.
Jesli be = 24, to:

A. (b—c)* =0, C. (b—c)* = 100,
B. (b—c)* = 25, D. (b—¢)* = 144.

4. Rafal przez dwa tygodnie ferii. codziennie o godzi- SRHEDRALT ne
nie 12, mierzyl temperature powietrza. Wyniki po- 3 W
miaréw przedstawil na wykresie (kolorem niebieskim 9
zaznaczyl wyniki z pierwszego tveodnia, a kolorem I
czerwonym — z drugiego). 0=
Niech 7T, oznacza srednig temperature w pierwszym "l
tygodniu, Ty - w drugim, a T3 — w obu tygodniach. :j
Wowezas: 4
A. T < < Ty, C. T <Fa < T, -4 234 J =
B, By < T < T, D. T <Ty < T, kolejny dzien tygodnia
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oo VY LDl pocallQ LAY 4 UWOLla ZESLaWel- Liczba 10| 15 | 20
mi wag. Niech T, oznacza Srednia tych liczb Wags. X | 0.5 | 0,4 | 0,1

Ll [ a & 1 L]
z wagaml X, a Ty — ich srednia z wagami Y.

bl m— mem - ” "’vﬁ ﬂ. Y U\:j 1!2 -1 15
Wowezas To — T, jest rowne: 8

A B, B. 4, b D. 0.
5. Statystyka
Przed obowiazkowa matura z matematyki @

B Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Karolina ma z chemii nastepujace oceny: 5, 2. 3, x, 5, ¥+ 1, 5. 3, 2. Oblicz «,
jeshi wiadomo, ze srednia ocen wynosi 4. Wyznacz ich mediane 1 dominante.

Zadanie 2 (2 pkt)
Wynik egzaminu jest srednia wazona punktow | andydat x| v z
uzyskanych z testow: z matematyki z waga 0.5,
z geografii z waga 0.2 oraz z jezyvka obcego Matematyka = | 40 | 60
z waga (.3. Ile moze wynosi¢ wynik z matema- Geogralia 40 | 50 @ 40
tyki kandydata X, jesli zdal on egzamin lepiej

od kandydata Y. ale gorze] od kandydata Z7 Jeaycioney | 60 | 60 | 50

W Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 3 (4 pkt)

Uczniowie pisali sprawdzian w trzech grupach A, B i C, liczacych odpowiednio
8, 10 i 6 0s6b. Srednia ocen w grupach A i B lacznie wyniosla 4, a w grupach
B i C lacznie wyniosla 3. Oblicz srednig ocen dla kazdej z grup, jesli srednia
cale] klasy byla rowna 3.5.

Zadanie 4 (4 pkt)
Pewna firma ma trzy zaklady produkeyjne. W tabeli podano informacje o sred-
nich zarobkach w tych zakladach.

Zaklad 1 Zaklad 11 Zaklad ITI

Liczba pracownikéw 2() 15 15
Srednie wynagrodzenie 4000 zl 3600) zl 4400 =1
Odchylenie standardowe 400 z1 500 zl o

(Oblicz odchylenie standardowe zarobkow w zakladzie I11. jesli odchylenie stan-
dardowe zarobkow wszystkich pracownikow tych zakladow jest rowne 60O z1.



Zadanie 5 (4 pkt)

W fokarium zwazono wszystkie foki: osiem sameéw i eztery samice. Srednia
waga samcéw byla réwna 250 kg z odchyleniem standardowym 50 kg. Sred-
nia waga samic byla rowna 150 kg z odchyleniem standardowym 30 kg. Do
fokarinm przybyly dwie samice wazace po 170 kg. Oblicz srednia wage oraz
odchylenie standardowe wag wszystkich fok przebywajacych teraz w fokarium.

Przed maturg

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan

Funkcje trygonometryczne kata ostrego [Z]1. a) sina = ..:;. COS 0 = "EE;'
w trojkacie prostokgtnym o= 2 ctog =2
5 !.3

1. a), b)sina =2, cosaa = 3, tgar = 2, b)sina = —L2, cosa=—=Z,
clg o = }.5111;;?— 2, co5fd= % bra = lf e o |__:a
'8/ 3__ ”f‘ld:T{ 5 c) sinn——%.mmn:{i—j‘
sin @ = 4=, cos § = =, d) sincx ? L : =i
lgﬂ'=~!§,{:tgﬁ=% I.gr}-_T ffga—ﬁ
d) sina = %;‘ = 5%5 3. ) ap =0, g = {?,
lga = =, clga = 2, G = . 1;:,»‘;
sin 3 = % cos 3 = TIE* ol lﬁﬂ e 22::“
te =10 ctgf= % s = 210", oy = 3?1:

2. a) 6,8 b) 7, 24 en)l Bli=2gp =g+

3. a) Ob = 25, sina = %—i- COS 0y = I—"i 5. a) Rl{_% qu _{ 1 Ti*'}-'

b) Ob = 2(4 + V10), sina = I—Ff Pe{—1,0), :I H(— 22, ;,l- -
COS G = l‘fl:—” PH{—.l. —-*fi}h_ H:{ﬂ. —1),
V3 1
1.1. Funkcje trygonometryczne Pro(3: =), Pu(¥ ‘:5} .
dowolnego kata 6.a)2 b) -3 ¢) 1+ d) -2
[€]1. a) sina =2, cosa = 3, 7.a) I b) IV ¢), d) 11l
tga=32, ctga =3 B 8. a) sina = ﬂ‘—l‘— cos@ = — 'f‘_l' 2
b) sina = 112% cosa = Sz, b) sina = — ""ﬁ;l 2 coso= —m
o= % ;f" % = ¢) sina = —"E_L—'j COS (x = fﬁj—‘z
li: S L d) sina = EHE, cosp = ¥E=2
|ti):ai]1r:nvll-rj-:3‘LJI CUE{I:i—:—l;. i) E[ﬁ_}l} o
tg o = 22, ¢ tga = 31— b)a=gl Gf_l B —

2. a)sina =3, cosa = —2, sin o = @ G @
l!l‘,fx=—%.f:l-12',‘f.t=—% tga=v2-1, ctga=v2+1.
b) sina = —2, cosa = 2, g =<4POC =112,5°,sing3 = : =
Igft——-,tlgft——% _ cos 3= — Etgf—*— a1

3I0 e

¢), d) sina = —=7=, cosa = — 47, cta = -2+ 1

bt

J23 I



I 4

tga =3, ctga = 3

3. a) sin 135 = -%F cos 135° = _"":_52
kg 135° = —1, ctg 135" = —1
b) sin 225" = _ﬂ cos 225° _,’:?_-}*
tg 225° = 1, clg;.ZE.J =]
¢) sin 300" = _T" cos 300 ,

1
=3
tg300° = —/3, ctg300° = — 42

Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 10-16

3. a) 2. 360° + 130°

b) 3 - 360° 4 333"

¢) —2-360° + 257

d) —10 - 360° + 10°

e) 3 - 360° 4 359°30°

f) —3-360° + 35

g) —2- 360" + 9°45'

h) 1 -360" + 270720/
4.3)-‘-3-1:-}_;1:} d) 1

e) V3 £) 2 g) 2 h)

2. 315 + k-360°, gdzie k€ Z

3. a) 225° b) 585°

c) 1305 d) —855°
4. a) 60° b) 1140° ¢) —300°
5. a), h} c), d} e] Iak f) nie

g) 1 h]—l i}U

i)l k) -1 Do
m) —1 u:l—'”
“]—T F]\"_

7. a) 300° b) 1110° ¢) 780°
d) 495° e) 870" f) -300°

8.aa=kF 180", kel
b)a =90° + k- 180°, ke Z
c)a=k-180°, ke Z
d)a=90°"+kF 180", ke Z

9. a) 945° b) 7200

10. tak

11. a) 207 em =~ 62,8 cm
b) ¢ em 2 2618 em
¢) 4807 em = 15 m 8 em
d) 175200r em = 5,504 km lub
1756807 em = 5,514 km (w roku
przestepnyim)

1.2. Kat obrotu

1. 390°, 7507, 14707, —330°, —690°, —1050°
@

2. a) —280°, 440°, 800"
b) —160°, 200°, 920°
¢) —410°, 310°, 670°
d) —680°, 40°, 400°

a € | © | F
. 1 W3 Wa
SIn €k a 5 5
{ i3 7 1
COS (X 3__*5 5;_? 5
i
tg o e | NE]
clg o V3 ] qu:‘
a) & b) & <) V3
d) L& e)0 £) 0
5 5
g2 WiHg
[#]3. a) g7 b) Im ¢) Yn

4. a) 135° b) 105° ¢) 320°
d) —405° e) —780°
Er.-mj%E b) 3 c]%? d) v3 E]%E

1.4. Funkcje okresowe

[€]1. T =2, f(100) =2, f(100%) = %
2. a) T'=2, f(—11) =1, f(80%) = &,

F(103) = 1
b) ' = 1;{-11}—1 J(80L) = 1,
F(103) =

1. a) f{33) =1, f({42) =3, f(—48) = —1
b) /(33) = 3, F(42) = 1, f(—48) = I
4. a)




12. 2,25 em

1.3. Miara hukowa kata

@1 a)3 b} oz da -
222) F b) % ¢ Td]—ﬂﬂ]%
3. a) 15° b) 150° ¢) 144° SINLINON
d) 342" e) 336° i ;
Odpowiedzi do c¢wiczen | zadan, str. 16-24 325 S
5. a) .a)x=2kr, kel
b)z=Z+kmr kel
c) r=w+2km, kel
. osie symetrii: ¢ = kw, k € Z,
srodki symetrii: (E + A'.n',ﬂ'}, kelZ
% I ™ ¥ Oow i A=
b) ) =S ey o dy B AT, SR
17w ix ar Bw Tw Iixm
) =y = e e e
o ; ; T ki
c)
d)
: ﬂ.>
TR R Bl e (P
N L8] & b) (—m;0), (m;2n)
! c) (0; 7). {.E'r, 3m)
6. a) 100 b) 20200 5. a) D dlame (—oo;—1)U(1:00),
77— 2dlame {-1,1},
4 dlam € (—1:0) U(0;1),

5dla m

=}

b)Ddlame (—og;—1) U (1;20),
2dlame {-1,1},
8. ?} 3dlam=0,
l' 1 dla m (—1-n}u{u-1;
e) 0 dlam € (—oo;—1) U (1;00),
5 10 20 Czas }‘ir] 2 dla m = -1
b) Jdlam=1,
4ddlame(—1;1)
IF — — - S - d) Odlame (—oo;—1)U(];00)
g y G s 1‘] 1 dla m = -1,

2 Ala .
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4 dlam € (-

1.5. Wykresy funkeji sinus 1 cosinus 1)
i o 6. a) 157 b) 0
[€]1. a) —¥8vE p) Koz ) )

2. a)z= I o= -’-Trr Funkeje parzyste i funkcje nieparzyste
b)r =4 2 =3 . a), b), ), g). i) nieparzysta
c)r=% =2 ¢), d). e), h), k) parzysta
djw =2 =10 i), 1) ani parzysta, ani nieparzysta

B 026 Odpowiedzi do ¢wiczen | zadan, str. 24-29

1.6. Wykresy funkeji tangens i cotangens

[€]2. (£2,0), k€ Z

3.a) -3 b) £ ¢) -2

doa)p=—%+hm kek
bja=Z+km. kel

5. D =R\ {kr: ke Z}, f(D) =R,
miejsca zerowe: ¥ = 5 + kw, k € Z,
maleje w kazdvm 2 przedzialow
(km;m+ km), k € Z,
asymptoty: x = kmw, k € Z

6. (£5,0), ke Z

7. a) =3 b) =1 ¢) — 133

2. a) D =R\ {2E + km: k € Z}
b), f) D =R\ {Z +km:k € Z}
¢) D=R\{E +kmkez}
d), e} D=R\ {km: k € Z}

J.a)r=Z+kr, kel
bje=—-%Z+kr k€l
c)e=5+hkm, kel
djea=—%t+hr, kel
e)v=2+4km kel
fla=%t+km, kel

4. a) D=R\{ % + km: k€ &},
g=—%+km ke

b) D=R\ {—Z + km: k € Z},

8.alr=%F+hkm kel
bjo=—Z+km kel z=fF+km kel
Q) x=—%+km keZ ¢) D=R\{F +km:k€Z},
[Z]1. a)a=km, kel w T=—F+km k€L
b)z=%+kn k€Z 3 Bl a)z=F+knkes
o) x=—%+km kel in
dyr=—Z+4+km keZ Lx
e)x=f+km kel I
f)3'=—£+|iT?T..ﬂ‘Ez;%??
2. a) ;r=%?r b}:r=~§7r .
c]&z% d) z = ¥7
e)x=— rrf}.: Lr
3. a) 107 b) Troe) S
d) 97 e) Ex f) 8r
g) Tn h}%—;
4. a) v = g
b)ao=Lnr
b.a)r=—Hm o= 5 r=157
bje=—imar=%.o=2n
o) a=—Gm =W o= 1w
6. a),¢)x=—F +km kel




D} = —g7 TAT, NE L

1.7. Przesunigeie wykresu funkeji o wektor
[€]1. a), b} (D) =(-1;1), T'=2n

¢) f(D)=(-2;0), T =2x ?
d) f(D) = (=33 T -.Ei'r

e) f(P)=(-2:0), 7 =

£) f(D)=(1:3), T = z

Odpowiedzi do éwiczen | zadan, str, 31-36 327 IS

2. 8) f(D) = (2:4) b) £(D) = (1;3)
¢) (D) =(-3:—1) d) (D)= (0;2)
e) F(D) = (1;3) £) f(D)=(—4;-2)

3. a) f(D) = (0;2)

1 - I ! | 1
1 : i | | 1 |

Q) J(D) = (0:2)

4.a}ﬂ R\ {km:k e Z}
b) D =R\ {En+ km: k € 2}
) D=R\{Z +km:keZ}
d}D R\{—% +kmkelZ}
e) D=R\{Z+km:kel}
t‘}D:RH{—qukrhEZ}

5. a) : iy
R [ S S 6 i
F- . EhN :
o

i
1 1 T I I

6. a)r=F +hr, k€l

L Be=fZ4kr ke
: c)r=—F+km kel
i
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B 028 Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 36

1.8. Przeksztalcenia wykresu fl.mk!:ji (1)

[€]1. a) niebieski: f, f(D) = (—%;2
zielony: g, g(D) = (—1;1);
czerwony: h, (D) = (—2;2)

b) czerwony: f, f(D) = (~4:1);
zielony: g, g( D)) = (—1:1);
niebieski: f, k(D) = (—2;2)

2. a) f(D) = (—3:3). amplituda: 3
b] f(D) = (—4;4), amplituda: 4
¢) f(D)=(—%:2), amplituda: §

d) f(D) = (—=2:2), amplituda: 2
13} f(D) = (—%;1). amplituda: 3
£1 f(D)= { —3— -;—} arnplituda: —3

3. a) I I iy 4 |
I )3 |
| 3 | & |
EY ) i |
= lj | |
o ' I
| | ( ':'r
Pl ] |
ol g R - |
Pl | [
e o 1 & b }
El g I |
ik |1 |

b) If < |

(i i |

h ) (0 fli

5 ; LI 1 o) el Loty St 1 |

gl -}l = }I -

u'f!‘.l_h_-—l_ﬂil-!ncﬁ-l
T.a)a=5+km, kel
ST +hkm kel

g=—2p p=-Bp p=E =1
B.a) g =—5m = —gma=3,&=gn
.l—_H o= T '._ﬁ _T
h}.l-—- E?L‘..ﬂ— E:"'“T{W":F—Iﬂ
E}IE:_‘{{_lW!m:_%w'm:%?T:%
e e e 2 =
d}T— 1?71'1‘_ TF,CI'—J.!?T =

(7] 1. a] E

2. a) (D) = ‘
) F(D) = (43 JI(} s

4. a1 =4, a; =

B g
5 g = —2,
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ol 1 1 ¥ 9. Tvlko wtedy, gdy funkcja [ ma miejsca

A : | A i 1.9. Przeksztalcenia wykresu funkeji (2)
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[€]1.

I'"= Z, miejsca zerowe: ¢ = ~—~ k£ Z

kew
1

2. niebieski: f, T = 2w,

miejsca zerowe: = L + km, k € Z;
czerwony: g, 1= w,

42 BT

miejsca zerowe: & = 5

={=

gielony: h, T = 4w,
miejsca zerowe: x =w+ 2kw. k€L

6. a) T' = 2,

miejsca zerowe: ¥ = 2km, k € Z
"‘n'
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(B = ]
|

1

o
S (W I ) R s W B

, .
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b) T = I,

miejsca zerowe: @ = £ ke Z

foaones 1w £ @ i 1 (I TNy 2]
T : 1 1
e T ) . g i s i —
T 3 1

)
|

e) =1,
miejsca Zerowe:
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bt @)L, a) T =, f(D) = (~3;3)
b]?-n‘f{D (=Zig)
c) I'= g, f(D) = (-2;2)
d) 7' = 4r, f(D) = (-3;3)
e) T'= Zm, f(D) = (—4;4)
£) T = 4, f(D)={—2;2)
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2. a),b) I'=m, f(D) = {—1;1) e) Dy =R\ {m +2km k € Z},
c), &) T'=m, fiD) =4—2;2) fle)=0dla x = 2kn, ke Z, Ty = 2m;
d)T'=Z, f(D) = (—33) D, =R\ {37+ 2km: k € Z},
) &= %—r f(D)={-1;1) gle)=0dlax = 5+2%kn, ke Z, 1, =2
3. a) z =k, ke? d) Dy =R\ {3km: k€ Z}, flz) =0dla
. . Y4 i L fB= %:rr +3km, ke d, 1y =3m;

Dy =R\{Z+3kmkeZ}, g(x)=0
dlaz=<w+3kn, keZ 1T, =38r

Ruch po okregu

1. v = 1072 km/h

2. 4 razy

3. okolo 10,2 obrotu; 2047 rad/s

4. predkosé liniowa: okolo 6,28 km/h,

predkoéé katowa: 27 rad/s

8

1.10. Przeksztalcenia wykresu funkeji (3)

€1 a)T'=n

— e . — — . S | W— . . S—— — —

4, a) wartos¢ najwieksza: 3,
wartosé najmniejsza: — 1
b) wartos¢ najwieksza: 1,
wartosSe najmniejsza: —5

. a)A=% B=2 =1
BA=-1,8=8C=—
e) A=—1,.B=60C=—4

2
6. a) Dy =R\ {37+ 3km: k € Z},
flz)=0dlag=3kr, k€& Ty =3m;

™ e & Firvmsr " % = 'l — PEY




Lig = v ldf T &K = g, = 17 % |
gle) =0dla & = § +3km, k€ Z, 8.8 Tr=um Ti=T3=%
E g E i :"l.-"

- E]

Ty=9%
b) Dy =R\ {% + 2F:k € 2},
fle)=0dlaz=%, keZ 1) =35;
D, =R\{L;:kEZ}.
g[;u]zﬂdl&m:%ﬂ—k—;,kez,

rl_:rr
l’g—‘i
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: )DI._R\{ +L-rLEz} c)x€(kmi+kr) kel
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7. Udlam € (—og;0),
4 dla m € {0} L (1;00),
T:diam= 1,
S dlam e (0;1)

e) 1’ 8. a) f(D) = (—3;3), g(D) = (0; 3)

[ I'= b) f(D) = {0:2). g(12) = (0;2)
.a)a€ (%3 b)ac(-1:0) ¢) f(D) = (=5: 1), g(D) = (1;5)
¢) a € (—1:0) d) £(D) = (I; co} g(D) = (1:20)

. a), b) f(D) = (—1;1) °) f“'“’i =(~gi—2): 0(D) = (3i3
€ (0:.

P
Il

. a) T
b) I
¢) T
d) T

A

i

|

Pk

¢) f(D) = (1:3) f) f(D iﬂ 1:- g(D) = (0;1)
d) f(D) = (0;2) 9. a)a ) b) a€(1;2) c)ac€(2;0a)

e) f(D)={-3:1) d) a € (0; n::c] e) uE{; 1) £)ae(i:l)
f) f(D)={-2:4) 10. |tgz|=1dlax € {— -7r —-21’]’ ..E?r -dl?r,
a) z € (2km;w + 2kr), ke Z .Ii.ﬂl a,rl Sr, In),

tglz| =1dlazre {-3x, —3m 57, Ir}
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11. b) 1.11. Tozsamosci trygnnnmctrycznﬂ

[€]6. a) cosx = ﬁ, tgx = —3, ctgxr = ij

; 5
b)sinx = —ﬁ, lge = 35, ctge = &
¢) cosx = -—S;—r, tgxr = -—*ff-.

ctgw = —/2
d) cosz = Y28 tgz = L8

clgy = — 2

—— — — — .
evmgan [raian e fa ciisiak

8. a) sine = —=<

| O S S S—

¥ ':H. u i [
b) sine = £, cosp = 22 Y9 ctgx =2
o B

¢) sinx = y CORE = —
étgr = —3

— _NIT _ AYTT
d) sing = -2, cosz = =,

AR LN ES T, T LT
. . . g . .

= _ﬁ
ctgx 3

5 _ 3/10 N -

d) cosx = J{h—. tgx=—3, ctgz = —3

LAY CosE = —"L  tgm = 3’4—3. ctg e = 22
lub cosa = —'——, tpe =

ctgpr = —2\,:"5

b) cosa =

e | o g o g . e | e
2 Y
&n
Lo}
o ——
P
3
on
' = : |
|
I
=
H [
Bt
|
|
[

(Y
B

.._,_.-.
&

12

— 5 v X2
lub cosg = —55., tga = =,

H
i e e e e L
1 !

."?,,
luby sina = -f— tgx = 37,

- d) sinx =32, tgr =

k“ lub sinax = —-‘r— Jtgr=—%, clgx = -2

i : , : - e} COsr = 3-- gL = -zl1 ctgr = =

b) D =R\ {Z + km: k € Z} lub cosz = — 23, tga = — L,
A T R S D F i ctpr = —24



g—g. ...?_1_'_u .............. n—'l'—a
) 5511 U R R .
c) ;J—R\{“’ keZ}
“_jf : ! J- -]
e T B L S e
T T >
6. a) sinw = 22, cosa = ﬁg—?, ctgr = —2
b)sinx = —-‘{7 COST = 11;1'—5. ctgar = —2
£ e LE = — e 2v/E
c) sinx = &2, cosz = 3, ctgr = ==
N EN . | . (PO < . )
d) sinw = o cosT = T
-
tgr =3
.» e . =3
7. a)sinr = ¢, cosxr = ¢, clgr = 3
| o |
lub sin e = —5 cO8T = ~§,_ttg::. = 3
g Ty N
clge = -: lub sinax = ",T”
cosw = XL, ctgx = —%
'\I' # — —.-Ll!. = P — '_'ar  — _i
¢) sing = —52, cosx = 4, ctEr = —3;
12 T L e S B
lub sinx = 45, cosx = — 33, clgr = — 3
d) sinz = -";—_ CORE = i:'ﬁﬁ ctga = |
= o
lub sinx = — %2, cosa = éé_l ctegxr =2
8. gt +cetgtr =Ttz +ctg” 2= 18
g 8 -
Przyblizone wartosci funkcji
trygonometrycznych
2. tak
3! 1 i w
& 10 T q
sin o (0,304 0,434 0,707
COS 0¥ 0.0951 0.901 0.707

1.12. Funkeje trygonometryczne sumy

[€]1.

i roznicy katow

ﬂ} vﬁ—\.""._i 'b]‘ E} 1-'E1—\".'_E

2. 3}”“—J b) 2 ¢) —1 d) 0
5. a) sin2a = 2, cos 20 = — 5=
b) sin 2a = 1%, cos 20 = — 42
6. a) sina = -‘E_f"- cos o = EIE
b) sina = @ BOE = g-ﬁﬂmztwﬁ
8. a) 2—V3 b) 243 ¢) —2-3 d) -
1. a) «in(30" + 3) = Jt.+.1.a;;fﬁ?

= .!-1 NP~ T
lub sine = — % fgx= %,{ﬂ;gm: ﬁ

f15

15, ctga = —%
LAgr =15, ctgx = j”‘

e

g) cosa = 1, tgw = —

Il.lh cosT = -5

B
e e 23T T
h) sinz = =, tg"r. = &=, gy = X3
lub sinaz = -2, tgz = _zili“’
ctgr = ’f'
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2. a) cos(45" + 3) = ..}_Lx’..*
cos(60° — G) = 218
b) cos(45° + 4) = —»—*
cos(60° — ) = _v%fi
3. a) sinfa+ 4) = 1";5 cos{a + 3) = %
43 f 12 434/7
b) sinfax — 3) = _—f—ﬁ‘i—m :
" ahy — 4T85
cos{a — ) = 5=
¢) sinfa — F) = 0, cos(a + 3) = — %
6.2) § b) ¢ o) F )4
7. a) sina = -"‘_—?. cosa = -'Hi— o = JTE
b) sina = —1{12, COS 6 = &'1141 tg o = _x;i
“) sin o = -*:;j._cﬂhﬂr — -—--"g—i tga = ——\,@
d) sina = —a‘{;ﬁ, COSa = i‘; tra = —/3

10.

11.
12.

b) sin J'E:E GO = A2V

1z B ’ 12 Z
a)sing =2, cos & = 22
b) sin 5 = %ﬁ Cos 5 = —“f
a) f(D) = (—v2;V2)
b). <. d) J(D) = (~2;2)
a)d b)1 ¢)—1 d) -2
ta(en + 3) = —/2, tgla — 8) = —“Tﬁ

1.13. Wzory redukeyjne

[z] 2.

)= b)—} )1 d)} e) -2 1) ¢
O N=-E81 J-F B-41-¢
a) —1 b) %2 ¢) ¥ d) -1 ) —%

336 N
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1.

. a) 55% b),
.a) 12 b) 16 ¢) 8

L) =

sin(60° — 3) = _.h;%-_l

s FA° LAY — 4va-3
b) sin(30° + 3) = 223,
sin(60" — 3) = —

37344
¢) sin(30° + 3) = 2 123

10

26
sin(60° — §) = 212
d) sin{30° + 3) = —

sin(60° — 3) = & flj 3

24473
1) L
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14. Réwnania trygonometryczne (1)
a)r=L+ 8% kel

b;;;-:g+.!.n,is:z

Jr=S+ =+ i keZ
dz=%+kma= ——I—ﬁ-n'!\EZ

e r=—-L+58 o=~ &1 kel
f) J:=T+Lﬂ..1'——-I:_;+LTr.kEZ
g];r=%+3k,;ﬂ=-‘;—]+3k,kEz
hye=g5+2ko=%5+2k kel

i) r=§+!¢,;ﬂ=%+k,kEZ
¢) 257

d). e), f) 9

ca)a=-2+5 kel

be=2+k kel
Jr=—-S+4 s=Z4+ X keZ
dja=—-Z+2kn,2=%+2%knr, kel

) r=—-5+42 ke
fle=2n+5 kel

. a) 21 b)dxw ¢) &

N =/

b)e=—-Z42km,e=5+2kr, kel
I—l‘,‘_,:'r—l—hr,:r: %n‘+kn‘, kel
der=nm+4dkr.x=2wr+4kr, kel
el r=—Z+2%knm,a=nm+2kn, kel
£) 3.'=1+%kw,m=%+%k?r,k*€z

t

6)ig=

2a)z=—%+8 kel

3.a)r=Z+% keZ

b) & = *'+’"f keZ
c]:r=——|— kel
d)r= &+ ,;,EE-Z
G}:I-‘I—"'T-l'- 2km, ke Z
flr=—% +5 keZ

hl 7 — & —l-—k—,:'l"ﬂ i?r—l—j'—“ »

.&}—l h] ¢) — 22
.a) V342 h]% c) —23 4g)

5. a) = —Z + 2km, x

d .T: n} :.Ifim“‘ﬁ f] __!:'E4+1

4
._fae)_
f) v3 g)1 h)1 i)2

.a)l b)—3v3 ¢)2vZ d)0 e) 2 £) L
. okolo: a) 0.7986 b) 0.6561 ¢) 1,5399

d) —0,7547 e) —0,7660 f) 1,3764

da=F+kmao=%+4%k
efr=—E+km 2= % +k7,
a=kwn, kel
f);r=-;~—l—kﬁr.,kEZ

ca)r=—S+hkmr=kr, kel

+kr.o=kn. kel
+km.ax=km. kel

1.15. Rownania trygonometryczne (2)
L )

e —%’ + 2k, =
x=2kn, kel

ET- + 2kw,

b)a=— ‘*“J:—?.L*?r
:t:—-‘!T{—EL-rﬁEZ
e)e=—-S+km kel
d) & = — 3 + 2k,
r-%’f—-t-ﬂi.?r kel
ca)r=L 4+ kel
b],n}..:§+ﬁ.ﬂ‘,kEE
dz=n+2kn, kel

I, SN . T N R T S
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ks | 6 TR | £ . e L) e — T T By ol T b T Ele Tk
c)x=—Ft+km,2=5+km, hEZ = (2k+ Vm ke
dli':"ﬁf-fﬁ-‘ﬁ‘?z b}::!=—%+2k?r.;r=-ﬁv+?k?r.
e r=—F+5F 2=F5+5, kel a=%+2%m a=32n+2%km kel
f)o=2Z+kma=4 kel ¢) & =% + 2w, v = 2w + 2%,

e=(2k+1)n. kel
d)z =%+ 2km, 2z = §-W+ Ve,
x=gw+2kr, o= fn+2%kn kel

.a};l‘.=l.+':—“.u:=‘—
ble=-2+k 2
¢) & = £+ km, T—‘E+f\ﬂ',ﬂE3
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[z]1.

a) 0w, 27 T.a)w=2km,o =%+ 2km, kel
b) &, L, x5 Sr Eq, 81 L5, Iy b) x = $km, x = (2k+ 1)m, k € Z
c) 2w, %m J—H'?Tg 2 c) v = #* ke Z
d)z, ix, &7, LUg d}:r:-;——i—ék?r,m:{%—i—i}w.kiiz
a) g =% +2kw, 2 =2 +2%km, kel ?]:I}i——-l;rk‘}"‘?_ +2; J.;EEZ
b) 2= 1+ 2kr, k€ Z b =iy = (.o e e
¢) x = — + 27, & = —§ + 2km, Suma i réénica sinuséw,
r=%+2kw, kel sima i roznica cosinusow
d)*”":ﬁ;:kfz , i l.a};r—'.l.n"—z.i.-r kel
EJ_’*;( + }ﬂ:‘a'__'fw_'_ i b)x=—Zn+ kv, 2= —5 + kn,
x=:sm+2kn, kel =4 peZ
e I . e R 5 ; =

&}m_=-‘§+2k7r,at=%+k?r, T._ﬂ+ 1‘¢'—;+2£w EEZ
m=§w+2kn’,kEZ d}j':_'l%-i_!._l?"u: LFLEZ
b};':——&r+ 2k, . o

2.a) & b) L ¢), d) L2

t=—c+2kmr=Z+km kel
c}:s=-1r+2£r x =% +2km,
r=csw+2km, ke Z
d]m—g+kw,£EZ

e) x=km, x= F + 2kw,
;T'=-E?r+2k1r,£'EZ
f)e=Z+kmz=3%nr+hkm kel
a) x = < + 2km, x = %1.7 4 Bherr.
-.L'=%ﬂ+2kw,ﬂ:=gr+2kmkEz
b)e=5+5 kel

¢) x=—% +kw,x =% +km
.—"+ILTLEZ
d)£=3+m,aez
E]:.::=%rr+.lr.7r,::r=kn'.."fEE
flz=%+km kel

:J'::I-_'|I

wiA

a)0, .27 b) 3.7 ¢) g7
d) < %w, %?r. %?r
e) frr, :?T, %1.', %a
£) ELFT El?r, %w, %a g %?r, %?r

1.16. Nieréwnosci trygonometryczne

[€]1. a) z € (3£ +

2' & + -
=+ 2km;

b)x e (—

ey BT 4 2krw). ke Z
ET'T +2kn), ke Z

c) u:E{-EﬁE+2L*?r;5;;-’-+2kFr>,kEE

2.a)z € (-3

+hkm F+kn), kel

b)ze(—F+kmT+hn), kel
c)re(F+hminthn), kel
5. a) @ € (3:3n) U (4 3n)
b)a & (§i3m) U (Fmi im)
¢) z € {(0:T)U (Fm: 3m) U (Fmi2n)
doa)re (FE+3m Urp 25) pel
b}:{'E{—%—k.’q. 1——+Lﬂ')lﬁ:EZ
c) £ € (—F + 2km; %-i—‘”: WhkeZ
e (-F+F 5+ ]LEE
5 a}mE(—%+kw;§—+hﬂ} kel
bjre(T+kmS+kn), kel
e)re(—Z4+kmiZ4+kn), kel



d. B &= KT, N E L

6.

B 30

b=

C

— 2+ 2%m, =% +2nm, kel
);ﬂz—%+2kmu:=f—l+2k?‘r.
:%TT—FEk'JT. *"Ez

d) z =k, & = J7+ 2k,
r=32x42km kel

Ei ]
C

1.

) —F b) —3n
) =47 d) =3~
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a) @ € (—2m + 2km; g+ 2kn), ke Z
b) x € (¥ + 2km; 2n + 2kn). k€ Z
c) v € (—2m + 2km; 2w+ 2kw), k€T

ca)rE (-5 + fhm g+ Ekn). kel

b)z € (=37 +4km; 37 + dkn), k € Z
c) o€ {—¢ +hkm; E+kmj, k€L
d) € (—3a+4dkm; 3m+ dkm), k€ Z
e e E(—E kit hkm).hEZ
f)ze (En+kmin+hn), kel

.a)2e{L+ 2k ke Z)

b)x € R\ {2km: k€ Z}

c) x € R\ {km: k € Z}
d)ze{3+kmkel)}

e) :r-‘ER'\{%+kW:kEZ}
f) x € {km: ke Z}

ca)re{-m—3n)U(—5:3)U(Edmm)

)
b)z € (—3m—5) U (% 2n)

O Al R
€(-m—gmU(-F:i§)U(gmn)

E)J‘E( BT U (-fm ) U

(8 &) U (G )

) € (—dms—Bm) U (—m—E)L

U(g:gm) U (min

o) € (3 30) U (3: 3)

b) x € (§: %) U(gmigm)

o) o€ (0,5)U (3 §m) U (G52

B e (3:5)0(3:30) U (Em3n

(g de

ez e (0 H)U(GmpmU(EmEr)U

LJ{::—.T?T; %ﬁ' U{%ﬂ‘;ﬂﬂ')

f) € (3mm) U (m; 37)

ﬂ)a‘E(-E+hr:§+kw],LEZ

b)x € (3 +km2nt+kn) kel

10. a) x € (F

dre(F+hminthr), kel

.8) 2 € (5 +hm T+ km)U

U (5 + kms 28 + k), ﬂ'E Z
b)re (-F+42+3). kel
a) 2 €(0;5)U (% f:’w}u{%w

+ 2km; £ + 2km) U

U(Z + 2km: 3w + 2kn), k€ Z
b)z € (In+ 2km; 37+ 2%n), ke Z
¢) x € (37 + 2km; (2k + I)w) U
U((2k+ Ly 7+ 2kr), ke Z
d)jreR

. a)ee (- +kmZ+kr). kel

b)z e (-Z+km—3+kr)U
Ulkm T +kr), kel
1.17. Zagadnienia uzupekniajace
2. a)
3. a)
4. a)

b) —% € —3%
b) iz ¢) =
¢) -% d)

b) §
Zestaw powtorzeniowy I
L.a) 2r b) 27 ¢) &im d) 3w
2. a) IDH h} 157,5" ¢) 100° d) 165
3.2)0 b) ¥23 ¢) 1
d) 4% e)8 f) -}
4. a) X b) -4 ¢) 2L
d)—1 e) -3 f) —%
5. a) a € {—345", —195",15%, 165"}
b) & € {—165", —15",195°, 345°
c) a € {—305°,—55%, 55°,305°}
d) a € {—235°,—-125",125%,235"}
e) a € {—275",—85°,85%, 265"}
f) o € {—265°, —85°,05°, 275°}
6. a) =225 b})a=3156 ¢)a=135

ol &

o=

d) @ = 315" e) a= 150° f) a= 240"
B
l.a)z=3im
b)a= ::i-m T = W
cJe=3%z=zZx
TR . 1
dz=—gme=-5%

liﬂ,'?!:—, Y — s



7 a)mE{—n;—%ﬂ}u(%;%w} (2m;37) S e
boe(-m-3)uEminu @i oo
B.a)ze (0:3) blae (E:Z)U(Zmm) h) = —d7, &= —2r
¢) z € (0:3) U (3mim) 8. a), ¢), d) 287 b) 32
ﬂa-]IE{%-I-gk;Eﬁ-l-Ekﬂ‘) kel E.a]rr“ﬁ-:rh}*:*—%?:r:-g-
b)x € (Z +2km; 2nw + 2km), k€ Z ¢)x=r =Yg
¢) © € {—% +2km, L 4 2km: k € L} d];r.—u%ﬂ':———l}
Odpowiedzi do éwiczeri | zadan, str. 7077 339 .
10. 8 7.8) =3 b)—f ¢ F
11. a) f(D) = (1: 3}, brak miejsc zerowych 8. a) sin 3z = %_,%E cos A = _z_:}%:
:}Ef{zn} == i e =@ty b) sin 3 = —E%E, cos 3x = —ﬁ;‘—_‘
¢c) (D)=R,a=FHr+kr kel 10. a) 0 dla m € (—o0: —2) U (0; 00),
d) f(D) =R,z =k, k€2 2 dia:m € {2, 04,
12. a) cosa = —g5, tga = —F. ctga= —55 SR E el i
b) sina = — 3, tgnf—i clga = 2 S SR
B l iz "_ o b) 0 dla m € (—o0;0) U (2;00),
) cosa = —242, tga =4, ctga =22 2 dla m € {0, 2}.
d) sina = —332, tga = —V15, 4 dlam € (0;1) U (1;2),
“*’g'”‘:"%_ - S5dlam=1 o
13. a) sina =—¥2, cosa = — 208, ¢) 0 dla m € (—o0;0) U (3; o),
ctga=3 . 1 dlam =3,
b) sina = %_11"3' aQ = _3}’:3’ 5dlam=0,
ctga=-3 _ 8 dla m € (0;3)
c) sina = —%2, cosa = 32, ctga = —é d) 0 dla m € (—oc; —1) U (2 00),
d) sina = “‘]”, cos o = “”” Jga =% 1 dlam = —1,
14. a), b), ¢). d) tak 2dlame(—1;2)
17. a) 0 dla m € (—oc; 0) U (2; 00), e) 0 dlam € (—oc; —2) U (2;00),
1 dla m = 0, 2 dla m € {—2,2},
2 dla m e (0;2) 4 dla m € (—2;0) U (0; 2),
b) 0 dlam € (—oc; —3) U (1;20). Sdlam=10
1dlame {-3,1}, F) 0 dlam € (—o0;1) U(2;00),
2dlame (-3;-1)u(—1;1), 4 dla m € {1,2},
3 dla m = —1 Sdlame (1;1+2)uU(l+2%;2),
¢) Odlam € (—o0; 3) U (3:0), 9dlam=1+
2dlam=%, g)2dlameR\ {-1},
3dlam= % 3dlam=-1
ddlame (3;3) h) 2dlam e R\ {2},
18. a) m € (—2;4) 3dlam=2
b) m € (—4; ) i) Ddlame (—1;),
c) me(L;1) 2 dla m € (—o0; 1)

11.a)1 b)3 ¢) 1 d)2

= s 24 12. a). b} f(x) = cos 2z
L.ald Bl¥2 Y0 dl ]l o) —4& ) x2 3 ;I

Zestaw powtorzeniowy 11



2. a), b) tak ¢), d) nie

4. a) Cf)ﬁ%='—%1 sina = H%,
COST = ~—2-%, tgx = 5'7—1
b) sin 5 = —-‘—3: sine = —'1f.
COSE = -;';. teax = 445

5.a).b) % ¢)0

6. sin 2a —34?-? cos 2x = %

B 040 Odpowiedzi do ¢wiczen | zadan, str. 7779

14. a) ¢ = -5 t2kmye=%+2kn, kel
bz =—-5+2kr, kel
Ja=(2k+1)x. kel

d)jr=2+4 kel
e)z=3%+2km, kel
f)e=%+2%kr,ae=23r42%km kel
lﬁ.a]m:%,fmf—lz
bje=Z+3 kel
Jr=%2+% s=km kel
d}t":—%—F}-’* = ~1+2'{'ﬂ-
r=kx, kel
e)r=%+4 kel
f) 2 =—% + 2%kn, o= £ + 2kn,
x=~km, k€l
16. a) 0, 1Tr1?r137' b) %, m, &
lT.a)h}d)—‘ ¢) -1, 1

18, f{ m q.}}.

19. a] T € {D, Z) U (m; 2n)
b)ax e (3 Z)U(Fm:2w) ¢)x e (fmin)
20. a) (0; )L (F:7)
(

Zadania testowe

1.D 226 3.A 4 A 5B 6B T.A
8.C 9.C 10.D 11.C

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonym

1. 131 (4 -2
2. 069 (-t-i'-)
3. 554 ( !F)

4. 083 (a = “_]l

5. 0 dlam € (—oc; —1) U (1;00),
p T & (R R (I [

13. a) g =—F 4+ chkma=5 + 5km, keEZ

h):—f%ir—l—kn zzri-i;?r—i—#m.l.ez
¢)z=—F+kmax=%5+km kel
d)r=5%+5 kel
e)r=5+km, kel

f) :Lr:—]—‘r.'-?r—bﬁlj_,—"
;[f=—%+%’5.kEz

2.1. Odleglod¢ miedzy punktami
w ukladzie wspolrzednych
[€]1.a) 2 b) 13 c) ¥ d)5
2. Obsase = 15 + 3v/5,
Obaper = V26 + 5v2
a), d) nie jest b), ¢) jest
4. a) réwnoramienny i prostokatny
b) rdwnoramienny
¢) nie jest rownoramienny i nie jest
prostokatny
d) prostokatny
1. POQRS
2. a),b) CD
¢c) [AB| = |CD|
3. a) jest b) nie jest
4. a) przystajace b), ¢) podobne
5. a) Ob = 25 4+ 42 + 6,
wysokosei: 4, 32, -L-‘i,'l‘i
b) Ob = 210 + 6+/2 + 4,
wysokosei: 6, 2v/2, S0
6. a) Ob = 4/10, |AC| = 4V/2,
|BD| =2v2, h = LI
b) Ob = 20v/2, |AC| = 6v/5,
|BD| = 2v5, h =32
7. a) (2,2), (4,6) b) (1,5), (6.0)
8. H[--I 0), D(—1,5)
~6,8) lub D(£, 3)
10. a] y=—z2"—2

b)y=S5z"— o+
1. a) y= g0 — 0+
{8 B o B
b)y= -8 — 50+ 3

2

12. a) 2= 3y° + 1
b)x= —lly — 2y —1



10.

i

A I

o

11.

12.

13.

14.

15.

16,

17.

18,
19.

v AU, ot e L |
4 dlam e (—1;0) U (05 1),
Sdlam=20

7. 87
g.r=-S+thkmao=S+krn,ao=km kel
9. a € (0:F)U(F:g7)

x € (54 km E:vr—|-."1.'1r}|._ kel

.a)5 b) 25 ¢) 2.5

a) B(—8,1) b) B(8,9)

¢) B(—10,-3)

a) 2¢/10 b) 64/2

|BO| = 6V2, |[AC| =22, P=6
) 16v/5 b) 2072

a) Sac(8,2), Sen(8,2), jest

b) Sac(43,2), Sep(43,13), nie jest
S(3,2), D(7,5)
a)y=—32+5,y=06c—5y=3
b) y = 2o+ 2, yz—%m%—-}.
y=—Tn—2

24

a) P =20, Ob=8v5

b) (—4, —8) lub (3, —1)

a) A(5,5), B(1,1) lub A(1,1), B(5,5)
b) A(16,14), B(8.8) lub A(8,8),
B(16,14)

a) B(—1,—1), D(3,7)

b) B(13,—7), D(—3,9)

i
h.

=

a) B(2.0), D(—2.4)

b) B(—5, —6), D(11, 10)
a)y=-—3r+3
b)y=dx—2
a} B(, 2
b) A(2— v2,V2), B{'z+v" —V2)
C{4,18) AR = —57 —d
B J—B’r = N7
A(-2,1), B(6,-3), C(2,5)

B(6, -;f), D(0,4), P =12

2.3. Odlegloéé punktu od prostej

Gl %

i

a) 2v/2 b) 5

L R | o, | P | a0

2.2. Srodek odcinka
1. a) S(2,1) b) 5(3,—3) ¢) §(§.—3)
2. a) B(—7,~14) b)2y34 ¢) 2/10
3. A(-1,8), B(-=5,-2), C(3,2),
AQ:x=—-1, BR:y=x+3, CPiy =2
d.a)y=2x+2 b)y=22-5
¢) y=-—3z+ 1

Odpowiedzi do éwiczen i zadan, str. 79-88

[Z]1. a) da = M d i m, nie jest

b)da = dH =5, jest
c) da =5, dg = fh’ nie jest

2. i';!_.']ﬁ —_ #E l'qu] = 3,
dpe = ¥2 dep = 3
d= z«/_. P =60

.a) 8L b) 15

5. a) b7 b) 257

6. a) AB || CD,d=2%, P=385
b) AB || CD, d =310, P =175

T.a)y=a+ 10v2 luby =2 — 102
b)y=1x+3—10v2
luby =2+ 3+ 102

8. a) 6 b) 60

9. a)y=v3z+4 b)y=-0,Tz—-15

10. a) 2v/5 b) |

h.'l1

Pole trojkata w ukladzie wspélrzednych
1. a) 14 b) 26

2.4. Okrag w ukladzie wspolrzednych
L a) a* + y* = 25, 12 punktow
b) 2% + y° = 4, 4 punkty
¢) 2% + ¢* = 2, 4 punkty
d) 2% + y* = 5, 8 punktéw
2. a) 2 + 4% = 36
b) 2% + y* =64
3. a)r=13, 2° + y* = 169
b) r = 32, a? +4° =18
¢) r= v’_l x? —1—1; =41
d)r=2/2, 2 +y* =8
4. a) (z — } + (y — }‘*:H
b) (z+7)* + (y — 6)*
c) (x+4)° +l',.='f+3)2=2
a) 5(2,5), r=4

T
[

ll'.r"'.'

341 .



B 042 Odpowiedzi do ¢wiczen | zadan, str. B9-97

dy Ly
b)da = v"_ dg = /10,
de =
c) dy = =,
a)d =20 p—

Ny MR SS A RES == a

L

ll]

| “‘tﬂ
=1
m
[l
ey Iy
= u.|<;
]|
5
I3
I
=

]

b)d=+13, P =13
94
a) 2v2 b) 2B ¢) 185 q) I3

13

7. a) (2 — 1)* —1—{.‘;+E’}2=4 tak
b) (x4 1)° + (¥ + 3)° = —2, nie
¢) (z+ 132+ (y+3) = 10, tak
d) (—2)*+ (y— 1} = (), nie
E).I'E+{!}+3]‘e ta.k
£) (z—5)* + (y—1)% = 25, tak

@)1 a) (x— 1) +{y—-3j‘=4

.a](.:—-} +9f =

b) (+6)°+ (y —2)° = =&
¢) (x+5)*+(y+1)* =20

.a) (-2 4945 =10

b) (2 —2)°+(y+3)°> =8
c) (z+5)°+(y—2)*=25

ca) Ky (2 =) 492 =1,

Ka: (& —4}2 ot =4,

Ka: (z -4 +y* =9,

Ka: (2 —4)° +4* =16

b) Ae Ka, Be Ky, C € K,
c) 62,5%

.a){z—-4Y+(y—-22=9

b) (& — 1%+ (y —2)* =20
¢ (r—1*+(y+1)* =25
f_n

b) (& +3)° +(J+3}'¢_“§“

. a) S(3.—-2),r=>5

b) 5(4,3), r = 6

c) S(—5.—-2).r=6
d) S(6.-2), r=6
¢) S(2,2), r =&
£) S(—4,1), r =4

. a), b), d), ) jest

c), e) nie jest

.a)me (—2;2)

b) m € (—o0;5)
¢c)meR

[€]1. a) | 5182 =2

e) S(—5,—9), r =
f]S{l][}} r =35

6. a) 2* + y+1}3—5

b) (z+3)*+(y+1)* =20
c) (x+ 1) +(y—1)°=

b) (& —1)* + (y+1)* =20
lub {;r. -+ 1}2 -+ [H" 1}2 — ()
¢) (z+2)2+y>=25
lub (@ —6)* + (y —4)* = 25
d) (z+4)* + (y —6) = 26
lub (& — 2)% + y* = 26
11. a) (z—1)*+ (y—2)* =20
b) (x +4)* + (y + 2)* = 45
12. a) (x—3)* + (y — 4)* = 40
b) (x—2)* + (y—4)° =
13. (-4 +(y+3)° =25
14, §(—2,—1), p= lmonl

==
Okrag wpisany w trdjkat
1. a) (3, —1) b) (=2,—1)

2.5. Wzajemne polozenie dwoch okregow

b) |5182] = 5, 1 punkt wspolny

¢) |515z2] = 4, 1 punkt wspdlny

d) |5:5z] = 2/2, 2 punkty wspdlne
2. a) 0 punktéw dla r € (0;2) U (12; 0¢),

| punkt dla r = 2 lub r = 12,

2 punkty dla r € (2;12)

b) O punktéw dla » € (0:3) U (5:00),

|l punkt dla r =3 lub r =5,

2 punkty dla r € (3;5)

¢) 0 punktéw dla r € (0;3 — V’F'.IJ L

U3+ v3;00),

| punkt dla » =3 — V'3 lub r = 3 + /3,

2 punkty dla r € (3 — v3;3 + v3)
d) 0 punktéw dla r € {U;E%} ¥ (4%;:}@}1
1 punkt dla r = 2‘—;— b = -l%,
2 punkty dla r € {?"_E":_: El%]l

3. a), b) rozlaczne zewngtrznie
¢) przecinaja sie

. hrak punktéw wsapdlnyeh



apme(—4i;1) [Fll. ro =3 r4a =8 ra=11, P=48¢

6) 105 05, =3) U (Zrea) 2. P, =16m, P2 =87, P =87 —8
£ i & () —d) L joim) 3. a) 0 punktéw dla r € (0;3) U (T: 20),
9. a) m =-5.m=3 | punkt dla r € {3,7},
bjm=-2, m=4 2 punkty dla r € (3;7)
¢)m=0,m= % b) 0 punktéw dla r £ (20; 0c),
10. a) (z —8)* +{y+2)* =45 I punkt dla r = 20,
lub (z + 4)* + (g + 2)° = 45 2 punkty dla r € (0; 20)

Odpowiedzi do éwiczen | zadan, str. 98-103 343

3. ¢) 0 punktéw dla r € (0; 375 — 5) U 4. a)1 b)0 c)2 d) 1
U (3v5 + 5:00), 5. a) 0 punktéw dla m € (—1;19),
1 punkt dla r € {3v/5 — 5,3v5 + 5}, 1 punkt dla m = 19,

2 punkty dla 7 € (3v/5 — 5:3v/5 + 5) 2 punkty dla m € (19;00)

d) 0 punktow dla r € (0; v2) U (7v2; 00), b) 0 punktéw dla m € (—9; 16),
I punkt dla r € {V/2.7v2}. 1 punkt dla m = 16,

2 punkty dla r € (V2; 7v2) 2 punkty dla m € (16; o)

4. a) styczne zewnegtrznie 6.a)y=1,y=—=x+ *f-:: d=4
b). ¢) styczne wewnetrznie by=zz—1l,y=32+7,d= 210
d) przecinaja sie | Z)1. a) V5 b) 5 ¢ -?J]iﬂ d) 2V/10
e) rozlaczne wewnetrznie 2. a) d = /5, 2 punkty
f) roztaczne zewnetrznie b) d = 2v/, 0 punktéw

5. a) d =10, m = —252 lub m = 28 ¢) d= %@ﬁ 2 punkty
b)d =13, m = =35 lub m =§Sl d) d =3, 1 punkt
€] E=5,m=—13 Inh s = E;;.a 3. a) 0 punktow dla r € (0;2),

d) d = VAL, m = 57 — 841 lub | et dlsy e ®
punkt dla ¢ !
m = 57 + 8Vl 2 punkty dla r € (2; 00)

6. (z, %) b) 0 punktéw dla r € (0; 2¢/6),

7. a) |[AB| =T, |AC| =6, |BC| = 5, 1 punkt dla + = 26,
ra=4, re=3,re =2 2 punkty dla r € [Ev"g: e )

b) |AB| = 10, |AC| =8, |BC| =8, ¢) 0 punktéow dla r € (0; 2v5),
ry=hrp==4rg9=2 I punkt dla r = 24/,

8. H(%, @) 2 punkty dla r € (2v/3; )

d) 0 punktow dla r £ (0; -erl}.

9. a) (x—4)°+(y—3)=1
b) (x—4)*+ (y—3)2 =1
lub (x —3)% + (y—4)* = 1

1 punkt dla r = 4,
2 punkty dla r € l'.—;; )

doa)z?+(y—1)2%=5

2.6. Wzajemme polozenie okregu i prostej b)x®+ (y—1)*=10
1. a) 0 punktow dla v € (0;4), S.a)z=—9lubxr=7
I punkt dla r = 4, b)z=—5y/2—1lubxz =521
2 punkty dla r € (4;50) ¢Juw=—-dv3—1lubxr=5v3—-1
b) 0 punktéw dla r € (0;2 + 3), d) z =—1
1 punkt dla r = 2+ /3, 6. (3, —2) lub (3,2) lub (7,-2) lub (7, 2)

2 punkty dla r € (2 + v’ﬁ;m}

T (=3 +(y—2)°=20
c) 0 punktéw dla r € (0: 3 — V2),

B aly= -9 1 BWly=2¢p—2



1l punkt dla r =% — /2

2

2 punkty dla r € I[E=r — \/2:00)
d) 0 punktow dla r € (O Vv2),

| punkt dla r = V2.

2 punkty dla r € (v2:50)

2. a) 2y/21 b) 8 ¢) &

2245

3.a8) (z+ 1)+ (y+2*=25
b) (z —4)+ (y—1)*=18

44

13.

14.

16.

i

Cdpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 103-109

a)y:%.ﬁr.y=2m

b) y=—2z+ 10, y = —22 + 20
a]yz—?zyzg—:‘:;r%—%

by y = —3a — 2

a) (x—4)°+(y - 1)°
lub (x +2)*+ (y—3)* = 10
b) (—28,2%2) Jub (—1,4)

B
y=38—%,y=—35+3,
y=2r+5,y=-2r+5

2.7. Ukiady réwnan drugiego stopnia

(€] 1.

ol G o

.a)r=

alo=-3,y=—4lubx=3,y=1

b)x =2, y= —2 c) sprzeczne

a) 2v2 b) 210

A(—1,-3), B(3,-1), C(1,3), D(-3.1)
(5.4), (—2,3), (—1,—4), (6,-3)

a) o= Ly=—-v3lubx=1,4=+v3

b)z=0y=1¢)x=0,y=0

a) 0 dla m € (—oc; —2v/2) U (2V/Z; s0),
1 dla m € {—2v/2,2V2},

2 dla m € (—2v2;2v?2)

b) 0 dla m € (—o0; —=9) U (1; 00),

l dla m € {—9,1},

2dlame (—%1)

¢) Odlam e (—o0rd),

| dla m = %
2 dla m € (£:00)

d)2dlameR
lLLy=3lubaz=-3,y=-1
bje=0,y=8lbp=4,9=4

¢) =0, y=—2lbe=5,y=3
dit=), y=—1labz=5;y=1
elr==lLy=1lb&=1y=1

Ha=—3y=1lube=1,y=2

% F & Sk F

10.

11.
12.

¥ wF = )

I'-:l'

al y = l.;g,f:—?‘}:r—_j
by=1y=3a+4
cJy=z2+2,y=2r+5
a) (z—4)°+(y—-5)2=25
b)(z -5 +(y—12)*=25
a) m=125 b) m=1

Y= %ﬂ.‘! g =2

.a) 2=0,¢4=-=8

= b e 47
h]:l‘—‘—ﬁ-.y__jg_
lub & = —%+ ¥ = Q?
c]m:..l‘IlI':n
dr=0y=0lbz=2 y=1

ejr=-3, y=—4lubxr=3,y=—4
f[lz=—l.y=1hbz=1.y=1

.a) 6 b)2y2

8. a) & b) 15

10.

11.

(2 —=1"=25

lub (2 — 7)* + (y — 4)* = 25

a) (z—2%+(y—1)*=5

lub (x —3)* + (y—4)* =5

b) (z —1)*+y* =14

lub (&4 1)% + (4 —2)* = 4

¢z =2 4 (y— Sl 2 g
lub (z — HIT)? 4 (y— LYITy2 g
d) (x —2)* + (y —4)* =13

lub (x—3)* +(g+1)* =13

a) 0 dla m € (—oc;—2) U (2;00),
1 dlam € {—2,2},

2 dla m € (—2;2)

b) 0 dla m € (—oc;—1) U (3; ),
| dla m € {—1,3},
2dlame(-1;3)

¢) O dlame (—-2;2),

I dla m € {—2,2},

2 dlame (—oo; —2) U (2;00)

d) 0 dlam e (—oc:0) U (4;00),

1 dla m € {0,4},

2dlame (0;4)

e) Odlame (—3:3),

| dla m € {-3.,3},

2 dlam € (—o0; —3) U (3;00)

f) 0 dla m € (—oc;1),

1 illﬁ PINETRS |



& d) L&) L — 2 St A
b) A(—=6,0), B(2.4), C(0, -2) 2dlam e (1;00)
lub (-4, 6) 2.8. Kolo w ukladzie wspétrzednych
3. a) (=3,1), (1,5), (5,-7), (9,-3) B a) (2 —1)2+ (y—1)% < 25
b) (z —3)° + (y — 5)* = 10, b) (z—1)* + (y— 1)* < 100
(0,4), (4,2), (6,6), (2,8) &) (z—1)2 + (y—1)* <8
4. (—1,-1), (0,4), (5.3), (4,—-2), P=26 d)(z -1+ (y—1)° <17
5. a) vZ b) 25 c) 52 2. a) 257 b) 177
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3. a)

FRCIEREERBE:
o S o g A [Z)1. a) K, b) Ky, K2 ¢) K1, Ko, K3 d) K

b)
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2 +y* <16
(#+2)° +y" >4
::*2-}-'_{.:2}-25
(-4 +y* <9
(-2 + (y+1)° < 16
(+2*+@w—1)" <186
.a) ANE

A\ B

(&% +4? < 16
b) ¢ y<a®
L (+2)° 4+ =1

ry£¢+2
e) ¢ m2+yﬂ};l
b.yE:‘tsE—dl

. 5 2.9. Dzialania na wektorach
i @1 a) ZB=1[5-1], BC = [2.-4],

E =- [T-, = ]
b) AB = [-2,—6], BC = [-5,3],
T = 9



10.
1.

3‘

a)a=3 b)a=—3

Ten sam kierunek 1 zwrot co wektor W':

.

i, #1. Ten sam kierunek co wektor i,

ale przeciwny zwrol: ©3, T5.
a} 5 b) 13 ¢) 3v2
a) 7 b) V38 ¢)9 d)5

a) jest b) nie jest

. a) P(6,9) b) P(0,—3) ¢) P(4,5)

d) P(3,3) e) P(6,9) ) P(—4,—11)
3} D[315}- |E| — v"ﬂ

b) D(3,—3), |AD| = Va1

¢) D(5.—-3), |AD| = V&2

d) D(-1,8), |AD] =11

a) ten sam kierunek, przeciwne zwroty
b), d) ten sam kierunek i zwrot

¢) rozne kierunki

aym=5 b)me {-1,1}

¢) me {—2,0,2}

8. a) ¥ =[—12,16] b) 7 =[-43,63]
9. a) T = [—61/10,2/10]

11.

12.

13.

b) T = [_ 9410 3510]
3

1 * L)
a) [-3:3] lub [3,—3]
b) 42, ] b [, |
a)a=2 f=-1
b) a = =—1%.;3= ;
)= F=1=
d)a=-10, 3=-3
a) m=2

b) nie ma takiego m

Hoczyn skalarny wektorow

2.

a) 45° b) 90° ¢) 150° d) 90°

2.10. Wektory — zastosowania

.

. alta ..

10.
11.

P e e

a) [5.4] b) [T, 1]

a) [5,—2] b) [5.6]

a) [—6,—35] b) [0, 5]

a) W —-7=[1,-8, ¥-%=[-1,8

D)% —-—T=[-3-7,7-%=[37

. a) [=5,—8] b) [9,—1] ©) [-14,0]

d) 23, 3]
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. a) +AB = [2,1], P(-1,-1), @(1,0)

b) $ 4B = [6, 4], P(-4,2), Q(2.-2)
c) A8 = (%3], P(15.-%), Q(1%, %
a) A(—1,-2), B(8,T)

b) A(5,—5), B(1,7)

a) P(0,1) lub P(2,-2)

b) A(12, —15%) lub A(19. —26)

a) C'(6,3), D(0. 1)

b) A(4,—1). B(2,3). C(—6,3).
D(—4,—1)

i %:rﬂ+?:}§, Yy =—x—2,

y=—4z —11

8) A{—3, -9, @31

b) A(10, 15), B(14, 11)

E=1.2

a) (.3

b) B(7.5), C(4, 6), D(2,5)

b) C(—4,1), P=9

(—3.6), (5,2)

2.11. Symetria osiowa

[¢] 2.

3.

3.

kwadrat: 4, trojkat rownoboczny: 3,
prostokat: 2. kolo: nieskonezenie wiele
a) A'(0,-3), B'(3,0), 4"(0,3), B"(-3,0)
b) A'(1,2), B'(—4,-3), A"(—1,-2),
B"(4,3)

¢) A(—5,-1), B(1,—-4), A"(5,1),
B"(—1,4)

a) A(-2,-1), B'(2,3), C'(4,1),
D'(0, -3)

b) A%(2,1), B"(—2,-3), C"(—4,-1),
D"(0,3)

Kz =3° +(w—-1)7*=4,
K'(z+3Y +(y+1)2 =4



I.a)z b) 1

2.a) 20 b)5 ¢) &

3. 8(m —2)

5. a) tak b) tak

6. a) A(7,—1), €(-5,1); D(—1,—3)
b) A(=2,-2), B(6,2), C(8,6), D(0.2)
¢) A(=3,2), B(2,-3), C(4,1), D(-1,6)
d) A(—4,-3), B(4,-1), C(10,5), D(2,3)
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[Z]1. a) OX b) OY c), d) nie sg
3.a)8 b) 2
4. a) (x — 1) + (g + 1)% = 25, nalezy
b) (z — 2)* + (y — 2)* = 41, nie nalezy
¢) (x+3)* +y* = 4, nalezy
d) (@ + 1) + (y + 4)* = 40, nalezy
.8zt 49 -6 —2%—3=0,12
b)a?+y? +8x+4y—5=0,24
6. a) (& - 12+ (y—4)%2=2
b) (x—2)" + (y+E) =16
¢) (2 —1)°+(y+2)* =16

2.12. Symetria Srodkowa
2. rdwnoleglobok. prosta, kwadrat, odeinek
3. a) A'(-3.2), B'(2,1), C'(1,—4)
b):A'(=2, 8}, B'{=1,—38), C'(8,—1)
4. a) 24 b)6
B. (x—08)°+ (y+3)° =16
6. a) r* +y? —6x+2y4+1=0
b)a® +y* +2x —dy—11=0
e) et +yl —dr—2y+1=0
d) o* + " + 4w+ 6y — 12 =10
[Z]1. a) 10 b) 2V/17 ¢) 20 d) 2v2/a]
3. 224
5. a) (—1,—1), (1,1) b) (=1,—4), (1,4)
¢) (—1,2), (1,-2) d) (-3,-2),(3.2)
6. a) 8(w —2) b) 8(37 — V3)
c) 6(2r —3v/3) d) 12(27 — 3v3)
T.y=3sm,y=—-20—-10,y=-22+10

2.13. Zagadnienia uzupelniajace

1. a).i::—&:y:%

bljy=2+2,y=—z+4
¢) y=—v3z, y= i?.r

7. a) K" (2 +3)* + (y +2)° = 16,

K" (x—3)"+(y—2)°>=16
b) K (= +2)* + (y— 4)* = 13,
" (w=2)° + (y+4)* =13

) K ? Lyt — b+ 4y + 12 =0,

K" 2* +y* +6x—4y+12=0
d) K': 2 + 4* + 20 — 12y — 12 =0,
K':2* 4+ -2 412y —12=0

6.a)21 b)6 c) & d) 54

11.

.a){x -4+ (y—2)" =16

b) (2 +2)*+(y+1)*=36
) (@-2*+ @+ R =1

. (0,0), k= —2 lub (—4, —4), k=2
10.

(x=3)*+y* =1

lub (& —3)* + (y+2)* = 1
a){x+6)+(y—3)°=9
lub (2 =6 + (y+3)* =9
b) (2 +3)+(y—3)*=9
lub (2 — 3 4+ (g + %]l"! =3

Zestaw powtarzeniowy |

1.

g P e

a) |AB| =5, |BC| = 10, |AC| = 15;
wspatliniowe

b) |[AB| = 85, |BC| = 44/5,

|AC| = 44/5; wspélliniowe

¢) |[AB| = 10, |BC| = 10, |AC| = 14v/Z;
niewspotiniowe

d) [AB| = 6v2, |BC| = 32,

|AC| = 9v/2; wspotliniowe

. a) réwnoramienny i prostokatny

b) prostokatny

a) S(4.4) b) S(—4.4)
(=1.0), (—5,-2), (—3,—6)
|AD| =5, |AE| = 5

a) (1 — 3%@1_3_ J-Eﬁ)

25 4/5
(1+ 28, -3+ 13)
byy=2r—-2,y=—3x+8

. a) (2 +4)* +y° = 25,

(1,0), (=9,0), (0,3), (0,-3)
b) (x — 2)% + (y — 3)* = 25,
(—2,0), (6,0), (0,3 — /21), (0,3 + V21)
e) (z+ 1Y +(y—2) = 16.



d)y=—I1

(—2v/3—1,0), (2v/3—1,0), (0,2— v/T5),

2. a) (2 -8 + 4= 16 (0,2 + /15)
b) (a — B)* .|.._§22= 16 d].(a: + 8 4 (y+4)% =1,
c)z”+(y+3) =% nie ma punktéw wspolnyeh z osiami
3. a) y= %JHEI‘F 2 uktadu wspolrzednych
b) & = F5y° +3 8. a) (x—1)2+ (y—2)% =4
4, 8= —%yg + 1, gdzie y € (—2;2) b) (0,2 — ﬁ_L (0,2 + v/?j}

5. a) v5 b) 25 ¢) V5 d) 65 ) ir—\3
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0. a) =2, r: =2, | K K3| =2, Przed obowigzkowa matura z matematyki
przecinaja sie 1. 18
b= lrs =2, |EaKal=1; 9 5

styczne wewnetrznie
10. a) m € (—2:2) b)me (—3;1)
oo B -
1. a) m=—3, m=
N, -
b)m=—3,m=
12. a) m=9, m=49

b} m =064, m = 144

3. (x—4)+(y—=-1*%=9
4, (z—4Y +(y—3)° =4, d=6

etet:

5. P=32 h=582

b [ e

6. ¥y = %m—i— %

8. A(6,—2), B(—2.4)

9. (£—3)°+(y+1)* =175, (-1, 3), (.- %)
Zestaw powtérzeniowy I1

4 ; Przed matura z matematyki
1. a) (6,2), (x—6)"+(y—2)° =40 na poziomie rozszerzonym
b) (2,1), (z —2)*+(y—1)* =25 . 244 (10+/6)

2. a) P(4.6) lub P(—4.-2)
b) P(0, —6) lub P(6,4)

. 316 (V10)
. 392 (64/3)
.42

1

2

3

3. B)y = —%:L‘-I—S'E.. = —31-.-::—3, y = Jx+17 4
b)y = —%;‘::—3%? = :j-:r—l—{:'-,g = %::'—]2 5 %vﬁj

4. d=4ly=—-a2+2V2, laiy = —x+6V2 é

5. a) m = —6 lubm =6 .

bym=2lubm==6 8

6. a) (2 +2)°+(y—2)" =2 "
b) (x —2)* + (y+2)* = 20

. me (—8:9)
» f._ 1, —2), (5,4), {"11{5}: [_33"1}
. A(—2,—1}, C(5,7), [8.4]

o ==

7. a) (2,-58), (8,1), (—4.7) 3.1. Pojecie ciggu
lub (2, -5), (8, 1), (6,—3) [E]1. a) an = 2", ag = 512, @10 = 1024
= 36 _,T.. g n
b) (~6:1), (5> —5)x(6:7) b) an = (4)", @8 = 5, @10 = b

lub (-6,1), (0, -5), (6,7) I:} fIn = {_”:r. as=—1l,dp=1

A5, BR, -0, d) a, = S gy = 4 = — 4
('I'___ﬁ) +{'.E¢'+§:] = = 2. A: air = 34, aioo = 200
9. i:zi B:ﬂn::;.ﬂ“m::;
10. (-2,1) .8 Y§ i | | T Eu LY
11. a) (z + 3}2 +(y+2)* = 16 N i B ' .'
¢) (x—5)* + (y+6)> = 16 B e
d) (& —5)2 + (y—6)* = 16 I e e e




12, a) y=—3a+5, y=—z0 - =
b) 4

13. m=4

14. a) 2,25 b) 2v3 1

15. a) y=2+5 b)y=32+10

Zadania testowe
L. 2.0 §&8B 4.4 5.D 8B

T.D
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3.c) Y4 :
- o - + -
- e * il petisnidiachs il
4, 2) @1 a2 a3 .y (s
() |
b} L g T2 L3
D as 1
) G @  wm e a5
0 1
[2]1. a) ar = 13, as = 15, e = 17, ap = 19
b) a7 = 55, 8 = 75, 09 = 751 610 = 35
c) ar =17, a8 = 19, ag = 23, a0 =29
3. ﬂ] 1y = i._il, tp = 11.4],. g = I»,‘“J‘l,

as = 1,4142, as = 141421, ag = 1,414214

b} ] = I?T, g = 1,73. ay = 1,7.'

32,

as = 1,7321, a5 = 1,73205, ag = 1,732051

vl::l )] = R,L fn = 3..14, 0 — 3--,]*

ay = 3,1416, as = 3,14159, as = 3,141593 [Z]1.

4d.a)4 b)6 ¢) 8 d) 22

3.2. Sposoby okredlania ciggu

1. a) 2, 3,5 6,7, 8 10
b) 31, 37, 41, 43. 47. 53, 59

12,

! 4 9 16
2alm =z @=z, @3=3 =%,
100
aio = 97
5 ) = il
h]ﬂ] _utﬂ2—31ﬂ-3—§,ﬂ.1—:ﬁ:
Lo
flin = 107
o " 3 e _]_ N
c] ﬂ'i—_iuﬂ'.!——'g'.,ﬂ,g— E?ﬂ“i_
a0 = — 35

d:l ] = U. Qg = -’L 3 — ]3.. (4 — 43,

Qg = GO0

S.almm=1da=—-1,03=1,a4 =—1,

A S |

. a) an

. a)og =2 a5 =

ol 1 X
S TR
o t - T “f

N U L. O,
f)ay=g,a2=—%,a3= 3, a4 = —35,

1

R i

S b) a,
={=11" s
= (-1)"*!.3"
¥

£) G = F{T-l

g) d, = —

rE{ri 1]
h) G, =

¢ Al

c:l Iy
d] Iy
e) a,

_—

{=1)n11
{3

3, g = 4
27, ag = 64

~1, a6 =0

b:l iy = H, a5
oy =10 5=

.a)ay=0;a: >0dlan€ {1,23}
b) brak wyrazéw réwnych zeru;

an > 0dlane{1,23,4}
¢)az=0;a, >0dlan=23ineN
d) brak wyrazdw rownych zeru;

an > 0dlane {1,2,3,4,5,6}

a) 2, 6, 10, 14, 18

b) 2, 2,0, =4, —-10

e} 1,25, 12,27

L 1 1 1
&) =13 33
€3 5303
£) 2, 1,4, 3,6
h) 0, 2,0, 4, 0

i} 2,2, 18, —48, 650
1 1 1
.a] l, 3 1._ 1 ]'E

b) 0, 4, 0, 16, 0, 64
¢) 2,26, 3,10, 2
d) 3.4, 3, 16, 7, 36

3. a) an = 23

Bl 4 = e b




10.

11.

12.
13.

14.

wie— 4
b)a; =2, as = —4, az = 8, a4 = —186,
g = —1024

¢c) a1 =—1,a2=2, a3 = —3, ag =4,
ayg = 10

d)a; = —4, az = 8, az = —16, aqg = 32,
gy = 2048

e)ay =0, az= %_, a3 = —z, @4 = %,

8

a0 = 57

3} (o G v PR o 1

h} 2.3y =00y 29

¢) brak wyrazdw ujemnych
E} {5 h:l a3, G4

l’.'::] G4k+ 14 kel

a) ne {1,2,...,5}

b) n € N, \ {3,4,5}

a) @i, az. as

h:] iy, 2, s

c) ai, az, as, da

a) au = —%H +3

b) an = —%ﬂ. +1

g) ay = —%n +9

a) an = n®—6n+5

h} .
an = —20n° + 8n

. SRR 1

iy == ffI’n.‘*. ag =19, ajg = 25,

azy = 100

a) dn = —1® 4+ 61, as = —16
b) an = 7.?1--11;"i —n—4, ag =20
¢) an=n*+2m—4,a8 =76

3.3. Ciagi monotoniczne (1)

[€]1.

a) np. a, = 10+ %
b) np. ay = —+
B} =4 ga=21,a5y=10, a1 =1,
as = 4; nie jest
]J} a1 = 3,88 =4 035 =3, a1 =0,
= —5; nie jest
= —].r iz = —-5, g = —7,

4 = —1, a5 = —5; nie jest

1?4 2n
2n—3

©) iz 9

al ar = e = 4

— N LT —d 0 &M} )
¢) an = (—1)" 2L

3"
d] tn = :.,r'l n -+ |

. an—2
= Bnl

(=1}
23"

E} I
) on =

. a) az b) a1, aa ¢) aa

d) brak wyrazow rownych zeru
e) az, az f) aq, as
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} L, " 167 25
b)5. % 5. % %
¢) 3,2 1,0, 1
d) 3, 0, 5, 12, 21

£) 7, 12, 15, 16, 15

5. a) malejacy b) staly ¢) rosnacy
6.a)k<1l b)k>1 c)k=1

1.

10.
11.
12.

a) k € (§;00)

b) k € (—oc;—1) U (1; 00)

¢) k € (—v3;V/3)

a) nicrosnacy dla t = 9,

niemalejacy dla t < 9

b) nierosnacy dla t € {(—3;3),
niemalejacy dla t € (—o0;—3) U (3;00)
¢) nierosnacy dla t € (—oc:0) U (2; 00),
niemalejacy dla t € {0;2)

a) k € (—o0;0) b) k€ (0;1)

e) ke (—1;0)

a)p<3 b)p>0 c)p<?2

a) np. an = —n b) np. a, = —=
a) np. n = —7n

b)np, @n =n—35

3.4. Ciagi okreSlone rekurencyjnie

[€]1. a) as =0,a5 = =1, a5 =D

b) ag = 15, a5 = 31, az =63
G} iy = 13. s = 27, g = a3
a) az =—1, a3 = —4, a4 = —T,
5 = —Iﬂ, g = —13

h} ftn = —[‘i, iz = —lg. flg = —2-1.

a5 = —48, ag = =496

C} {n = & Ry = —1._ iy — _(}1 (g = —35
dg = —115

s P U LIS A O~ N (IR ISR | .
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b] as € <3 : .,>. as € (2;3), ag = 512

ag € {(2;3) i as < ag e) az =3, az = T, as = 46, as = 2112,
8. a)np. 2,2,2,2,1, 1, 1,1 ag = 41460539
b) up: 2, 2, 2, =1, -1, =1, =2, =2 flaz=as=as=0as=ag=10
2 . n? 4 3. 3 =2, a4 =4, ag = 6. ag = 10
[Z]1. a) n* +2rn b) ="+ 1 ¢) ':'HT a) as aq , G5 a; _
d) 2n 42 } 3n-1 f] -3n-1 h} as =4, a1 ="T.as =11, og= 18
-6 Zn+3 drr—1

. c) az =10, a. -l as=1, ag = 2
} 4n2 L 4ndd h _an® 44 } 4 e 15 B
B Znt8 22 pdnt1 d) az=0,a4=-3, a5 =—4,. a6 =7
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B. a) a1 = 3, @ni1 = an + 2, c)er =12, c0 =24, ¢z =36, cs = 48;
1 = 22a, dlan = | FOSTIACY
b) a1 =2, Gny1 = an 4+ 2n 41, der=H.e=3% =% =1,
Anl = %ﬁ%*—z-&“ dlan =1 rOSNacy
¢) a1 =6, any1 = an +4-37, 4. a) np. an =n, by = -1
ns1 = da, dlan 2 1 b) np. an = by = —+
d) a1 = —1, @ny1 =an +2- (=1)""7, e np. tn=n—2, 5 =n-3
faga = ~Gndian2 1 5. a) np. a, = nZ, by =n

b) np. a, = —'—Ilg‘! by = —'—ll

[Z2]1. a), c), d) rosnacy b) staly

E} ) = 17 I+l = iy -+ 1+ ]1.
HHEI = E'-;‘E"g'ﬂ-'u d]ﬂ Tf ’}__.. ]_

£) a1 = V2,

TS — a1 : = (2.4
a‘ﬂ+1 — {LJ‘! + ?l P — i + ]1 ﬂ' a] € E ({]" TI'-} h} ck E {H-?TT ::t‘l'-'r}
St = ,"j:_*if an dlan > 1 7. a), b) nie jest monotoniczny

¢) niemalejacy d) rosngey
8. a) ke l—oc;—1)LU(2;00)
b) k € (0;00)

1. a) as = 4, as =0, a4 = —8, a5 = —24,
2 liczby dodatnie

b) az = —1, 63 = 3; as = —5, o5 = 11,
Eliceh doditniah 9. a), ¢) niemalejgey  b) nierosngcy
c)az=4,a3=1, a4 =7, a5 = —22, :
3.6. t
3 liczby dodatnie 6. Clag arytmetyesny (1)
o =a0gi= 1, Sir= Rk = 4, 1. a) r= If] kolejne wyrazy: 30, 39
8 liczb dodatnich b) r = kDIEJ“E WAy I I.'J.S
e) az =0, azg = %1 g = %! as = ﬁfjg‘ e] r=— 1. kolejne wyluy. -5, =9
8 liceb dodatnich 2. a) a, = 2n, axy = A0
f} ge=0,a=T, s =—4, as =10, Bty = Eﬂr A= E’ flanp = %r:
6 liczb dodatnich ¢) an =—n+4, ayxp=-16
2.a)4 b)3 ¢)6 d)2 3. a)an=2n+2 b) ay =5n—10
8.a) -4 b) 52 ¢) -1 d)5 €) an =—gn+
4. a) 9 =20 ﬂlﬂlEjﬁG}' 4. a] r= —8, Iﬂﬁlﬁ‘j{}t‘-}", ey = —6n + 15
h} = %; rosnacy h] "= %, rasnacy, dn = _—St'i']'- + |
5. a) —1lub0 b) —21lub 1 c) r =0, staly, a, =2
7. a) 0 b}ﬂc}g—d}ﬂ . a) k=5 b)k=~-1lub k=3

6. a) a4y =3m + 10, a5 = 4m + 12;
rosnacy dla m > —2,
l.a)en =2n,01=2,c20=4.¢c3=0,¢c4 =8 malejacy dla m < -2,

h.’ o N MUy T e N (R L. - | PR LI, o . - |

3.5. Ciagi monotoniczne (2)



[Z]1.

10.
11.
12.
13. a

el LRt L Lt Bl ) T e F ha iy | e

c} it = e — ;6 =%, ca=3, s =8,

{1,—1

}fu— (]—-—U‘ lfj-—v‘.;i'_ﬂ.'{=::1!‘a_.
A

4 = 5

vt ey =13, 0 =10, 88:= 13, 00 = 195
nie jest monotoniczny
blei =—1l, 0 =—-2, 3 =5, ea = 13;
FOSNACY

d) ay = 3m — 2m?,
rosnacy dla m € ((; 1),

malejacy dla m € (—o00;0) U (1; 00),
staly dla m € {0,1}

a)r=23 bjz=-2 c)Jr=3

a) a1y = 34, rosngcy

b) ay1 = —36, malejacy 6.

¢) az = 10,5, rosnacy

d) azs = 1.4, rosnacy

a)an=Tm—1 b)an=8n—-7 7.

¢c) an =L —3n

aa, =2n—1 b)a, = -3n+ 15 9.

€) an = j,_?.'r 125'- 10.
a)a=4, b= 11

b) a = 263, E::.Sl, c= T3 12.

a) 5,9, 13. 17, 21
b) 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22

o 2
as = 4m — 3m=; 3.

b) as =2m — 9, as = 3m — 12;
rosnacy dla m > 6.

malejacy dla m < 6,

staly dla m = 6

c) aq = 83m” — 2, a5 = 4m® — 3:
rosnacy dla m € (—oo; —1) U (1;2¢),
malejacy dla m € (—1: 1),

staty dla m € {-1,1}

Cdpowiedz do éwiczen | zadan, str. 158-165

}r,zn—JH—ﬂl a3 = 1; 00 =0, a3 = 11;
g = 16
b)an =—-3n+ 1, a1 = -2, az = -5,
a3 = —8, ag = —11

c]nnzf?.ﬁ—E,m:f—f!,

as = 2v/3-2, as = 3v3-2, a4 = 4/3-2

a) an = 3n—Fia, >0dlan >4
b)an = —-2n+9 a, >0dlan <4
¢) an=—gn+ 3:a, >0dlan ﬂ 0

a) an =3n— 8, a1 = 22

b) ax = (n + 2) Vﬁ are = 12¢/2

a) 36 b) 6, 8

b) 13,5

a) k€ (=1—v2Z=1++2) b) k=1
a) k€ ix+ 2mw), m e Z
b)ke (5 +mm;fn+mn), mel

(—F + 2mm;

3.8. Suma poczagtkowych wyrazéw

4 lata — 1045 em, & lat — 111 cm, T lat -
124 em, 8 lat — 130,5 em, 9 lat - 137 cm, .l
10 lat — 143.5 cm

2.

a) gy =44 —dn, a12 = —4
b}rx"=—%—|—%u u——% ;
C} n — 1_;' RE ‘,li'”--u a1 — 21.3 5!
a)ay=21,r=-5 blai=—-2,r=5> -
c)ay=-2,r=2 d) u._.:-,}_.r:—;i; 6.
e) ay :—Lr_ lub a;, = l.,?':—-%- [Z]1.

i i PR = B :
f]m_—l.r—.?.luhr;.;-—2-.?—-—5 2
az=1—v3lubz=1+v3 b)a=10
g 4
'_61 '_'ﬁf '_"j'l '_3 ’
a1 = —2, liczba wyrazow: 15
a) 6, -2, =10, —18
b) -1, 1, 3, 5 lub -5, =3, -1, 1
vir o gl o o ) e

)
4. a) 1021000 b)
3. aj 970 b) 810 <) 1584

ciggu arytmetycznego
a) S50 = 1275 b) Sh =
EI;} ag — ]fl, og = ol
b) azo = 10, Sz = 105
a) Sa1 = 1953 b) Siz = —299
a) 348 b) 10050 ¢) —252 d) 0
a) 1010 b) 1030 ¢} 2040
a) 115 b) —185 ¢) 10,5

m{r:ll]

ﬂ] ai = 0, gip = 18, 510 =90

h} a1 =—4,a10 =9, S1a=>5

ﬂ:} i = 15, i = —30. .5111} = —80
a) 11 wyrazéw, suma: 209

b) 15 wyrazéw, suma: 75
suma: —440)

2475

c¢) 20 wyrazow,

353



AW ar P

luh-—]+v’(_1 -1+J' 1Jn.f’ fs.-w"

3.7. Ciag arytmetyczny (2)

3,

[Z] 1.
2.

54

a)an = —2n+8 y=—2x+8
b)a, =3n—2,a; =1, as
aqg = 10, as = 13

alar=1l,ae=2,a3=3, a5 =4, a5 =

— fl._, iz = T,

g

a), b). d), e) jest ¢}, f) nie jest

Cdpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 165-174

3.9. Ciag geometryczny (1)

[€]1.

P =08 em®, P = 3.2 em?,

P; = 12.8 ecm®
s a) g="=2, ay =24, a5 =48
blig=3a4=1, ag=3
c]q=§_n.;—%.an—,—1

d) i']=:1l*.,ﬂ._1= |._,l’1_=,=:='
e)gq=-2,a4=-8,a5 =186
f}q:—:—:,mzl.na:—%
@) ax=3,a5=19, a4 = 27. a5 =81
bjaa=8 as=4,u=2. a5 =1

€) da=—-5,a3=5,a4= -0, a5 =25
d;lﬂ;a:—%_.ﬂ.g:l,ﬂq {15:1
e) az =1, ﬂq—\,r ag =2, a5 = 2/2

f) a2z = 23, a3 = 6v2, a4 = 124/3,

as = 362

a)g=9 b)g=3 c)g=5 d)g=-3
e) g= —2v2 f) q:-‘%ﬁ
ca)as =4 blar== =%
d}ﬂg-.:':;j e)as =—162 f) a5 =T

g) ag =80 h) ag = — Z'IT
. a)ay =8 b)a =—3,_~ l:]u|=-2—1?
@)= % ay =257 gz =2

b) g =4, an =42, av = 256

€) g =—3, an = (=1)"113"%, g7 =3
d) g = #,a" = (2 j""ﬁdn, = 3}:
e}q——u"_ -::e.,,=—{ V2)", a7 = 8/2
f) g =3 a,.=,3”—_;~,:‘1.=5:]3
ca) ag =4+ 2V2 a5 = 4V2+4

b) a4 =2/2+3, as =52+ 7
) an =12 (£)"" Ba. =8 ()"
E) Gn = —% (=2)" "ub a, = % g
d) gy = —3 .97

6. a) 334167 b) 234168 ¢) 145059
7. a) 3240 b) 329400 c) 83167

B. @y =1, 1= % haba; =71, = %
Sig = 40
10. a) 21 b) 14 ¢) 39

11.

12.

a) z =37 bjx=—3
c) z=—04 d) z=—-4
a). b), d) rosnacy c¢) malejacy

5. a) —4.—8.—16 lub 4. -8, 16
b) 12,48, 192 lub —12,48, —192
¢) 7,7, 7 lub —-7,7, -7

6. a) a, =52 b) ap =(—2)*"!

3.10. Ciag geometryczny (2)

2_ a} fa = % F (%)”—1 l}} A = _24—”

¢) i =—2"
3. a), ¢) malgjacy d), e}, f) rosnacy
b) nie jest monotoniczny
b.a)x=—x b)a=0lubz=2

e)r=0lubz=2

1. a), d) malejacy b) nie jest monotoniczny

¢) rosnacy
3. a) @, = — g )
b)an =437 lub g, =—4 .37
e) gu =5" lubign = — 5"
d) dn =0" '
e) tn = (1)"3 lub a, = —(3)™?
£) an = —v/2- 3T lub a, = V2-3"T

4 =32 b=16. =8 d=4
-a=11l,y=22 z2=4
6. b)dlaz=y

3.11. Suma poczatkowych wyrazow
ciagu geometrycznego

1. a) 364 b) —21 ¢) &3
2. a) 3= b) & o) 5
3. a) —63 b) 184
4.a)7 b)4
5. B
6. a) 1023 b) —2046
[Z]1. a) 152 b) 2652 ¢) —1275 d) —56
2. a) —255 b) 2L ¢) 93(1 — v2) d) 100



ri—1

e) an = —1024 - (—3)
lub a, = 1024 - {{,—}n
f} iy = I

—7
4. a) —243, —81, —3

b) 76 —% T —3

c) 3, 12, 24, 06

d) 3, -1, -9, 27

e) 4,2, 1, 5 f) £, 5, 15, 45

z

10. —1023

11. a) 0 b) =
12. 321 lub Lf{“
13. 9(v3 - 1)
14. 8

15, o, =2
16. &2

17. siddmy

18. o1 =8, g=2lubag; = 2:[‘:, q=—2

3.12. Ciagi arytmetyczne i ciagi
geometryeczne — zadania

1. a) nie jest b). ¢}, d) jest
2.a)2, 7, 121lub 18, 7, —4
b) 2, 4, 6 lub 11, 4, —3

1. a) 0 b) 220
2. an=2(n—2)
3. 5. —10, 20 lub 20, —10, 5
4. 9
% g=3; = '5'[1"- ag = EET'T
6. 4,8, 16 lub 2, 2, =
7. a) 108 lub 36 b) —36
8. a) 2,5, 8 lub 11, 5, —1

b) —6, 6, 18 lub 10, 6, 2
9.a) 9,3, 1 b) 4,12, 36
10. a) 10, 20 lub —4%, 12 b) 2, 8
1. 1, 5, 4. 0lub &, & =2 18
12. a) g = 3

b) suma obwoddw: %,

3.13. Procent skladany

1. a) okolo 6230.91 z1 b) okolo 7673.43 zl

¢) okolo 6719.58 !
2. odsetki: okolo 314447 =1,

'{—3)“_1 lub Qp = ﬁ_grl—l

suma pal: -%ﬁlﬁ

4. a) % em? b) J:q—"[..-! + \/E} cm
5. a) 4 b) 1091.2 ¢) 2

Z] 1.

ol T

d)48 e) 14++2 )9

a)6 b)9 ¢) 10

a) 7T b)6

0,9 em?

a) an =5+ (3)"

b) an = (—-1)" 3" lub a, = £ -2°7"

Cdpowiedzi do éwiczen | zadan, str. 175-184

okolo 2641.36 21

a) po 8 latach okolo 479140 zl,

po 20 latach okolo 15484.60 z|

b) okolo 10001.43 =t

a) okolo 143 183,39 zl

b) okoto 200 144,82 zl

¢) okoto 228 151,10 =i

a) 2205 z1 b) okolo 2552,56 zl

c) okolo 268783 =zl

a) 4326.40 zt b) okolo 463710 zl

c¢) okoto 592098 z

a). b) okolo 754,76 =zl

r=T7.0%

po 5 latach okolo 1000 zt, po 3 latach
okolo 1082 zt

w ciagu 5 lat okolo 3097,20 =i,

w ciagu 10 lat okolo 8097.65 zi

a) okolo 3582,16 = b) okolo 358685 zl
¢) okolo 3590.04 zt d) okolo 3591,60 =l

8. bank O’
9. 3 lata

10.

11.
12.
13.

k = 5000,

po 18 latach okolo 1203310 zl
25000 =zt

a) po 12 latach b) po 24 latach
a) 18084096 zt b) 9 lat

3.14. Granica ciagn

[€]1. &) lim a, =0 b)

lim a, =1

¢) lim a, =4
Te—
n = 22
a) n > 100 b) n > 2500
¢) n > 10000 d) n > 10"

'Elu..n I'I;.EI TTYL“% I'l.‘ Tl 5%



rdznica kapitalu: okoto 743,25 21

a) okoto 995,43 2zt b) okoto 995,43 zi
c) okolo 980,34 =l

B

5. a) okolo 12166.53 =i

I 55

b) ckolo 12 189.94 zi
¢) okolo 12201,90 zl
d) okoto 1220997 =i

Odpowiedzi do éwiczen | zadan, str. 184-188

2. a) n > 100 b) n > 250000
¢) n > 1000000 d) n > 10°

3. a) tak b) nie

2.a)n>20 b)n>200 ¢)n> 499
d) n > 4999

3. a) ay, > l0dlan > 105,
an > 100 dla n > 10"
b)n=>5

3.16. Obliczanie granic ciagow (1)

[€]1. a) =2 b) 3 ¢) 1

2.a) 55 b) -2 ¢) 3

a) -4 b) 2 ¢) -1

a)3 b) - ¢)8d)1 e) 5 ) -1
a)—1 b)1 c)2

a)8 b)4 ¢)7 d)4 e) 1 f)4
a): b)3 ¢)-2d)0 e0 )0
a)+ b)8 ¢) -4 d)3 e)2 f)4
a) 1 b) —6 ::)-Il;
a)2 b)R ¢ 1 d)0 e)0 f) —1
a)l b) 1

a)b b)9 ¢)1 d)1 e)0 £)0

gF g pr i e IR o B P e

Gl o=

3.17. Obliczanie granic ciggow (2)
1. a) —o0 b) oo

a) oo c), b) —oe

[~

a),c} oo b} —oo
a), b}, ¢) O
a)0 by ¢) 7 d

ol ol o

. a),g) —o¢ ¢}, h)osc b),d), e), f) nie jest

a)1 b) 1 ¢)1 d)—1 e -1 ) -1

- “J Lo LR e I-I'J LR

[Z]1. a), b), e) ma c), d), [) nie ma

2. a)n>40 b) n > 200
¢) n>400 d)n > 4-10°
3. a) n >50 b)n > 100

3.15. Ciagi rozbiezne

1. a) n > 110, tak b) n > 250, tak
¢) n > 1600, tak d) n > 9, tak

9.a) k=2 b) ke (-10)U(l;0)
10. a) —oo dla p= -2,
f—-—'rlld,pE'[ 2:92),
- == dla p € (—o0; —2) U (2; 20),
oo dlap=12
b} —=x dlape {—%,;)
I'lfdlﬂ-:ﬂ —%
codlap € (—oc

3.18. Szereg geometryczny

1. a) l.51n —_ %{l — {%}Tl)- Iq: %
1
5

b) S = (1~ (=4)"), 5 = 4
2 1
. aj 1000 b) 18 ¢) 2
42)5 b)5F o 3p 4 mm
5. a]'il_‘—_l[ %%} b) x € (—1;1)
¢) @ € (—ooi—x)U(F:00) d) z € R\ {0}
6. a)x=— -";"’r.:::=%§ b) x=1

[Z]1. a) 100 b) —1561 ¢) rozbiezny

d) 2(V3+1) e) rozbieiny f) —12
b) 32+ 2

2. a) rozbieizny

]

3.a)5=1bjg=3 ¢c)ay =99 d)g= 3

4*31:1 h}lc]f__ J%{r'ﬁzgsif%{l%
) -~ b) 4

. 1“11:3.-!._ dp = 163, H;;=-'i":, ﬂ.-1=-1

6. .61 =2 qz—%

7.8)a1=6,g=3 b)a1=9,9g=—3

8.a)a; =1 b)a; =15 ¢4=3

9. a)xe(1;2) b)a e (—oo;—2)U(0;00)

10. a) x=—35 b) x=—1

1L a) D= (~1;1), f() = =% —1
b} D = {—=1:1), Fla)= ;ﬁ—1
) D=(—c:=1VU(l:x




=

1. a),c),e), I) o0 b),d) —x

2. a), c), d), £), i) oc b). e), g), h) —oc

3. a),c),d),e)x b), f) —x

4. a) oc b), e) —

5. a), b} —oc ¢) ox d) 2

6. a), b) @ ¢), d) —¢

7.2)0 b)oo ¢) 1 d) —c0 e) e ) —\/2
8. oo

3.19. Zagadnienia uzupelniajace
3.

a) ograniczony z dolu i nieograniczony
% gory

b) ograniczony z dolu i z gory

¢) nieograniczony z gory 1 z dolu

a) okolo 2.6915880, okolo 2,7T048138,
okoto 2,7169239 b) okoto 2,71806

Zestaw powtorzeniowy I
1. a) 3 b) 10

2.
3.

e SE

10.
11.

12.

13.

14.

a1 =2, a02==8, uzg =20, as = 240
a), ¢) arytmetyczny

b) nie jest arytmetyczny

a), b), ¢) malejacy

a)tpn=2n—2 b)a,=3n—6
€) an = —2n + 10
a)an=3n—1lubay=—-3n+8
bjan =2n—121ubagx =20

¢) an =n+1 Juba, = in—11

a) —70 b) 5 ¢) 15

a) 222 b) 168 ¢) 168 d) 66 e) 60 f) —6
a) 50 b) =550 ¢) 4000 d) 4850

a)x =13 b)x=-30 ¢) =237

d) r=29

a) 3960 b) 396000

a). b), €) ciag geometryezny

a) ciag malejacy b), €) ciag rosnacy

a) 24, 48, 96, 192, 384

) -4 4 4 4

o) —1, &~k shys s

a) ag = ﬁ as = 10 b] s = & a; = 32
l::) ga = 3,85 = l;

d)az =2, a5 = —, lub a3 = as;

a) 2 b) -2 ¢) 341 lub 521

d) —44 fub —20

fa) = 2+ 1
d) D = (—o0; —3) U (3:20),

f@) =731
12. a) D = (—og; g) flz) = :—‘&-;- - —L-
b) D = (£:%0). fl2) = —k — 4
13. a) 4w b} F'{%,I'.}}
14. 10
Cdpowiedzi do ¢wiczen | zadan, str. 199-212
c) np. @y = —%, iy == -:'11. dlan =1

d) np. a1 =0, @np1 =an +log (1 + 1)
dlan > 1

a) okoto 2251,02 zt b) okolo 2252,99 zi
¢) okoto 225432 zt

19. a). b) okolo 836,74 zl

18.

Zestaw powtdrzeniowy I1
1. a), c), d
2. a), d) roznacy b) malejacy

) malejacy b) rosnacy

¢) nie jest monotoniczny
4. a) jest b} nie jest
6.a) 1,2, 3lubd, 2,0
b) 1, 2, 4 lub 4, 2,

7.5 =2 by = —4, by =8

lub by =8, b =—4, b3 =2
.a)z b)3

9. l;g;*.rr e

10. 24

11. a) —oc b) 0 ¢) —oc d) —
e) o f}-é- g) —1 h) o

12. a) 0 b) oo

13. a) b=-2 b)b=-2lubb=4

14. a) 24+ v2 b) 3+2V3

15. a) ::.I.'a } 111 c) %iﬂ? d) 4

16. a) D = ( —2,&:-}. flz)=x+1
b) D= (—20;%), flz)=—a+3

17. a}x—% - B
bje=—1-% r=—1+L =2
c)z€(—3;3) d)a :—%ﬂ,;rr:%ﬁ

Zadania testowe
1.8 2B 3.0
8.C '9.€ 10.B

4. B 5. A 6A T.C



15. a) arvtmetyczny dla x =.l. Vowed showitakeme: siators s spbsmatyid
geometryezny dlaz =0 i dla = = 10
b) arytmetyczny dla » =0 i dla & = 12,
geometryezny dla x =0 i dla » = —
16. a) 1024 b) 60=
17. a) np. a1 = —1, g1 = an + 2(n — 1)
dlan =1
b) np. a1 =5, Gny1 = an —
dian =21

1. rosnacy

a 3. 4

* 4. 6,8, 10

5. 2,4, 6lub 6,4, 2
6. 112 em?®

7.8

8. 27

i
nin41)

B 358 Odpowiedzi do éwiczen | zadar, str. 213-223

Przed maturg z matematyki b)
na pozionie rozszerzonymnl
1. 177 (a1 = )
2. 485 (62 — 8)
3. 144 (22)
4. T46 (2(V3 +2))
b ai="av4-1 L e
6. 1,2 41lub4, 2,1 .
7. 128 1Ol 11 | 57
S.:E{b,, U(Z5:2m) Uigmam)u &8, B
U (§m Ew) [Z]1. a), d). e). h) >
4.2. Obliczanie granic funkecji b), €), ), g), 1) —co
1. a) 16 b) 8 ¢) 1024 2. Wazystkie asymptoty obustronne.
2.a) -5 b) -3¢) 7 d) & a) z=—2
3.a)-8 b)D ¢) I d)32 b)x=-2 =2
4.a)41 b) 4 ¢) 0.2 ¢) z=-3
5.8) —1 b) ¥ ¢) 2 d)z =73
6.2)2 b) —2 ¢) L2 ?;:ZII
; : 1 =3
[EJ; :; E]g} I:)-l? cljg—-’i d) _T*I' o) 1 3. a) # =1 b) nie ma asymptoty ¢) x = 2
f) % g) —5 h) ID% 1) 3 4.5. Granica funkeji w nieskoniezonosci
3.a) -2 b) 4

3
1 1 c) _? 1 = 2. a) asymptota pozioma w toc: y = —2
4d.8) 5 b} 3 ¢©)—3 d) ; )6 £) —3

F 3 b) asymptota pozioma w f+oc: y = 3
5.a) 1 b) 7 ¢) —23

¢) asvimplota pozioma w oo y = 2

4.3. Granice jednostronne asymptota pozioma w —oc: y = —2
[€]2. a), b) 3 ¢),d)D 4. a) rl'1_u| flz) =00, lim f(x)=—o0
[Z]1.a)2 b) —% ¢c) 1 d) —1 b) .Iinq:lf{a:] =00 rl-";;c flx) =

)2 f) 3 g] 0 h) 1 c) jll;lz flz) = oo, I:ﬁl-‘lljf[,l'} = —o0

2. a), d) 3, tak b) -2, 0, nie ¢} —1, —2, nie 5. ) —ce B); ¢ 4) o0

6. a) —o0 b) oo ¢) —
7.a)3 b)—o0 €)0 d)1 e)4 £} 0
[Z)1. a) —ce b),¢) co

4.4. Granice niewlasciwe

[€]2. a) 20 =1 b) @y = —2
J.a)oc b) —00 ¢) —x d) o
T IR T o ey . o GRS T i PO e |



e LB
b) D=R\{-2},z= -2
c) D=R\{-3,3}, z=-3,2=3

kot == A} l"lfq iy = T

E.u'l
o
o

7. a) & = 1 — pionowa obustronna,
y = 1 — pozioma w +0c

b) x = 4 - pionowa obustronna,

y = —2 — pozioma w +oo

£y F= -g- — pionowa obustronna,

y = 2 - pozioma w o0

d) x = —2, ¥ = 2 — pionowe obustronne,

y = 0 — pozioma w +o0

e) & = —3, r = 3 — pionowe obustronne,
y = 0 - pozioma w £o0

f) ®# = —5 - pionowa obustronna,

y = [} — pozioma w +o¢

g) r = —1, ¥ =2 — pionowe obustronne,
i = 2 — pozioma w +0o0

h) x = —1, ¥ = 5 — pionowe obustronne,
y = U - pozioma w o

I y=1

8. a) y = 2 - pozioma w +oo,

pozioma w oo

x = 1 — pionowa prawostronna
b) ¥y = 3 - pozioma w *oo,
x = | — pionowa prawostronna
c) y = 4 — pozioma w o0,
@ = 2 — pionowa prawostronna,
@ = —2 — pionowa lewostronna

9.a)2 b) -2 l:]{;

4.6. Ciaglosc funkcji
Clra) ¢ ¢ vy gt

2.a)4 b) -3 ¢) -2 d) -5 e) 2 f) -2
g), h),i) 0 j) —< k),1)

a) = b)6 ¢) —1

a)0 bjoo ¢) 0

a)oc b) oo ¢) oo

? O e e

a)y=0wzxoc b)y=2wtoco
c)y=—-3wtéo d)y=5w oo
eJy=1woe fly=1w -

Cdpowiedzi do cwiczen | zadan, str. 224-243

3. a)a=10
h}a=—ﬂluha=ﬁ

(Z] 2. a), b), €), e), ) nieciagla
d) ciagla
3.a)a=2 bla=4 cJa=-3luba=1
dja=-3luba=1
4. nieciagla dla x € Z
5.a)a=2ib= T+2%m kel

b) (a=—3% lub a=3)

i(b=—-F+2kmlubb= % +2km, k€ Z)
6 a)u=3,b=—,';, :?=—ﬁ
bja=—-1,b=—z,c=2

4.7. Wlasnosci funkceji ciaglych

[€]4. a) wartod¢ najmniejsza: 1,
wartose najwigksza: 4
b) wartosé najmniejsza; 0,
wartose najwieksza: 4
¢) wartosé¢ najmniejsza: (0,
wartosé najwicksza: 9
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b)

i .

- el

. "

i .
vidini faianina b otanial
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4.8. Pochodna funkeji w punkeie

[€l1.a)a=1 b)la=2c)a=3
2. a= -1
3.a)2 b) 16
c) -2 d)9
4. a)a=2 a=63¥

b)a=3 a= T2

¢) a=—%, o= 166

. a) f'(xo) = f'(21) =0

b) f'{z0) = f(z1) =3

¢) flza) =2, flla1) = -2

d) fi(x0) = =1, filx1) = 14
E) f‘{ﬁ‘.[}} =12, f’{:ﬁ} = _._%
£) (o) = 3. fll@1) =3

2
. a) Pﬂ:y=%.’r}+%.
4
Fl

b) 1

3. a) 135" b) 135" ¢) 45°

4.9. Funkcja pochedna

[€]2. a) 75 b) —2 ¢) 2
3. a)z=1
b}:rr=ﬁ

¢) rownanie sprzeczne

4. a) y=06x—9
b)y=—dz —4

¢) y=3x -2
[Z]2. a) y = —8x — 16

b) y = 27z + 54
c) y=—4dx + 4

Eo— 1
-a)y=x—3 ‘
b)y =3z — 3
ey
c]y:—f.r—ﬁ-

. a) (3.9)

3.
H R

b.

7.

a) np. (0;5) b)up. (5;1) ¢) np. (1;2)
a) f(4) =4 b) J(3) =1

c) f(4)=0

a) przyjmuje, f(—1)= f(1)=23

b) nie prayvjmuje

a)m=-3, M=9

bjm=0, M =28

)m=0,M=15

4.10. Dzialania na pochodnych

1. a) f'(z) = 3627

2.

b) f'(x) = 32°
¢) fl{z) = 284°

d) fl(z)=—6z%, o #0

e) fllz)=—120"", 2 #0

£) fi(x)=Lta T, 2>0

. a) f'(x) =8+ —6x

b) f'(x) = a* + 122° — 142
c) fiix)= 3—37 — 123.'2, >
d) f'(z) = 3a2® + 25 — =,

2z ES

g §

.a) filgy=3/a—12¢%, 2 >0

b) f'(x) = —262°yT + 122, 2 > 0
¢e) f'(z) = 142°% — 82* — 4
d) f'(z) = 28«° + 242° — 52" —682° + 8

e) f'(z) = 16,52 /T — 2,52/, 2 > 0
£) filz) =452 T+ 4,2 >0

. &) f(2) = v

b) /() = =257, @ € R\ {~2,2)
¢) fiiz)= flil—_é’,.;—;if o€ (0;1) U (1;00)

ca) filx)=—F,2#0
b) fi{fﬂ}=—{4—,§h'_r
P i
¢) £ (&) = —g7mm—m

z € (0:4) U (4; 00)

. a) fllz) =—6x+1, f/(0)=1, f(1)=—5

b) f'(x) =8z — 5, f'(0)=—5, f(1)=3
c) fl{x)=6x* +4, [(0) =4, f'(1) =10
d) f'(x) = 82 — 32* + 6, f'(0) =6,
fi(1)=1

¢) fi{x)= =2 +2° —g, F(0)=0,
Ji(1)=-1

) fliz) = -2 +2¢° -3, F(0) = -3,
F(1)=-2

a) fllz) =4+ 5



-2v2), (V2,2v?2)

6. a)tak, y =3z — 2,y =32+ 2
b)tak, y= —dx+ 4, y=—-4z—4
¢) nie

12—' o iy
3. d) flla)= _ﬂ_amkz”_'s!

Dy=Dp =].':l\ {%}
o) f(x) = TS,
Dj =Dy =R\ {-1,1}
f) fle) =222,

Dy=Dp =R\ {0,3}
* T 2z
E} f{.J} = .4 g 1::-‘2‘: = {'r_i-_l-”E.'

Dy -D,a_R\{—LJ}
h) f'(z) = 22, Dy = Dy = R\ {~1}

i) fl(z) =2 Dy =Dy =R\ {1}
3} f'(2) = -2 — 22

Dy =Dy TR\{n 1

k) ['(x J'—"—T:r‘l‘"—r—
Dy=Dp=R\{-10,1}

e

1) f{’l-'} '__ﬂ_'.':"l' —r'
D= u,,_R\{n \/'}

4. a) f'(x) = 5=, Dy = (0),
Dp=Ry, [ 1}——" fla)=-+32
b) f/(z) = ¥EAES Dy = (0;00),
Dp =Ry, fi(1)=0, f(4) =%

c) f'(x) = E';{—J;m? By = {U o),
D;f—R+..r" U—‘ﬁ-ft]
d) f'(x) = %3, Dy = Dy =Ry,

fm=f;_-fm}a—%‘i

Dy =Ry, fi(1) = §,f’{4)=3+§ 2

T.a)2 b)2 ¢) £ d) -2
B.a)y=x—3
b)y=—6x+3

b) fi(x) = 42® + 2z
¢) fliz)=—122" —92% + 2z + 1
d) f'(x) = 10z* — 152° — 4z

— 32° + 6z — 1
e "-r A 1

e) f'(x) = 5a* + 4a°
£) f'(z) = —4z® + 122°

3. a) f'(2) = e Dr = Dp =R\ {-3)
b) f'(w) = . Dy = Dp =R\ {}}
I:] f'{:r:}= —5:'1}—2, IJJ = th =R\\{ﬂ}

Cdpowiedzi do cwiczen | zadan, str, 252-260

1. a) ['(5) =4, ['(3) = 4
b) f(3) =2, f(5) =&
o) [(E)=4, f'(5)=2
d) f(3)=—-13. f(§) = -2

12. a) 2cos’x —1
b) 2sinx + (20 + 1) cosx
¢) 2ztgx + iﬂj—i d) 2sina cosr

¢) ctgz — —&— f) .tcinsfa;:Er-in:
g) —2sinaxcosx h) ],rm” i) “‘_!": ::_*1
4.11. Pochodna funkeji zlozonej
l.. a) hiz) = m. Dy =R
b) h(z) = Vz? =1,
U.a. = (—p0;—1) U (1;00)
¢) hiz) = \/_— 4, Dy = (0; 00)

—. Iy =R,

2. a) hl(z) = I.?.:r{?::: — 1)?
b) A'(z) = 4(2z — 3)(z* — 3z)*
¢) h'(z) = 5(6z + 1)(32* + z)*
d) K (z) = 24(4= + 6)°

d) h{z) =

J . -
3. ﬂ} h {.T.} = W _Dh = Dhi =R
}h {:T'J' L e

3ri4r
Dh — {—m,—i}l._.l{l}m}
Dy = (—*::c-: —é) L (0; o)

e) h(x) = — m:

Dy, = (—o0; —1) U (0; 00),
Dy = (—oe;—1) U (0;00)

d) h'(z) = ﬁiﬁ

Dy = {0yee), Dy = (0 00)
a) ['(x) = (e + 1)2,

F110) =3, f(1) = 12

b) fllx) = B:r.'{:l"*! 4 !]3,

Z] 1.
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N G

g TR R
d y—%.r-*l—%
e) y =3z
f} y=—dx — 22
B)y=—32—3
My=%

9. a), b), ¢}, d) tak

10. ﬂ}y=—-21|!-r“.: y=-—-2x+3
b)y=-2r—-4, y=-2x+4

Cdpowiedzl do dwiczen | zadan, str. 260-264

Dy = (O C.‘JC-J
d) f(x) =
— {—iﬁc,ﬂ} L {—1 ':"::'.}.‘

i-*E:

Dy = (—o0; D;}ULQ;GD}
&) Fl) = =

D; - {—C!G., —T} {{].m},
Dy = (—ox; —%} U (0; oc)

£} fiig) = 7:11 Dy =({=2:2),
Dy = (—22)

3. a) f'(x) = (700 + 17)(2x + )T — 1)2,
Dy=Dp=R, f(0)=17

b) ['(z) = 2{:52—1}![3—::.*}{—:3::r2—|—6;::+1}.

Dy =Du=R, £(0) =
¢) f'(x) -ﬁ = <—- %),
f}'j-:—{— 00, f{ﬂ —ﬂ
d) f'(z) = 2, Dy = (—e0; });
Dy = (—;x: ) _r{u) =)
4. 8) F'(*) = s
Dy = Dy = (~kioo), F(1) =~
b) (&) = A, Dy = Dy = RA{0}
J() =4
5. a) h(1) = —3 b) K(1) = —3
6.a)y=3zx+3 b)y=a+2
1. £=—1
8. a) f'(z) = dcosdx
b) f'(x) = —5sin bz

Froy M s N - N

f(0) =0, f(1) =64

c) f'(a) = -5z — 1),

f(0)y=-5, fi(1)=0

d) f'(z) = 24x(dx? + 2),

f(0) =0, /(1) = 864

e) fllz) = 15(3= + 2)°,

F£(0) = 240, f(1) = 9375

f) f'(z) = 12(102° — 3)(ba® — 62 + 2)°,
F1{0) = —1152, f'(1) =84

k) (@) = mmiiys

Dy=Dp=R\{ T+ I +kmkel}

) fi(x)= ZBE,
D; =.Dfr =R\{%+k?ﬁ‘:k53}

4.12, Interpretacja fizyczna pochodnej
1. v =4, v(t) = 2, v(t2) =4, v(ts) =6
2. a) h'(t) = v({)
Z]1. »(1) =98 m/s = 35,28 km/h,
p(d) = 294 m/s = 105,84 km/h
2. Vz = 141,12 km/h, Vi; = 53,28 km/h
3. 0 m/s
4. a) a(l) =a(d) =4
b)a(l) =1,a(4) =7
¢) a(l) = —4, a(4) = 17
5. v(t) = 24,5— 9,8, alt) = —9.8

4.13. Monotonicznos¢ funkcji
1. f rosngea w (—oc;2), f'(x)
[ malejaca w (2;2¢), f'(z)
3. a) maleje w (—o0:0) i w (2:00),

= 0;
<0

rosnie w (0;2)

b) rosnie w (—og; —1) i w (1; 00),

maleje w (—1; 1)
4. a) rodnie w (—oc; —1) i w (1;00).
maleje w {—1; 1)
b) rodnie w (—no: -v@} i w (v@;c&c},
maleje w (—v2: v2)
¢) maleje w (—ox; _l'“%_g_} w0 %_—”-}
rosnie w {——”‘é—“:ﬂ) i w {%;m}

d) rofnie w (—oo;=3) i w {—%;m],
maleje w (—3; —3)

e) rosnie w R

F) rodnie w (—o0;0) i w (5;20),

g e I ®Bh



SR ool hE—1]7
Di=Dpy=R\{z+ &+ 4 :keZ)
d) f'(z) = 2z cosa?

e) f'(z) = —2&sina?

f) f(z) = 32% cos(z? — 1)

g) f'(z) = —2xsin(x* — 1)

h) f(x) = 2sinx cosx

i) fi(z) = —2sinxzcos 2

i) fi(x) =3sin®rcosa

3. ¢) rosnie w (—o0; —=T7) i w (1;00),

-

maleje w (—=7: 1)

d) maleje w {(—oe:2) i w (6; 00).
rosnie w (2;6)

e) maleje w (—oo;—1),

rosnie w (—1; )

f) maleje w {—oc; —2) i w (1;2),
rosnie w (—=2;1) i w (2; o)

g) maleje w (—oc; —2),

rosnie w (—2; 20)

h) rosnie w (—oc; —6) i w (—2;2),
maleje w (—6;—2) i w (2;00)

a) rodnie w (—o0; —2) i w (2;00),
maleje w (—2:0) i w (0; 2)

b) maleje w (—oc:0) i w (0; 3),
rognie w (2 00)

¢) rodnie w (—oc;0) i w (0;20)

d) maleje w (—ow; —1) i w (0, 1),
rosnie w (—1;0) i w (1; o0)

e) maleje w (—oo;—1) i w (1;00),
rosnie w (—1; 1)

f) rosnie w (—oc;—1) i w (V:00),
maleje w (—1;3) i w (3;:7)

g) maleje w (—o0;3) i w (7:00),
rognie w (3;5) i w (5:7)

h) rognie w (—oo;—1) i w (—1;0),
maleje w (0;1) i w (1;00)

i) maleje w (—oc; 1— V2 iw (1 —I—vf'j;fxa},
roénie w {1 — v2; 1 4+ v2)

i) malejew (—oo;—1), (=15 3) iw {2;20),
rosnie w {%: 1) iw (1;2)

k) maleje w (—o0o; —4), {—1:2}) i w (2: 00).
roénie w {(—4; =2} i w (=2;-1)

1) rosnie w (—oo;—3) i w (0: oc).
maleje w (—3;0)

. i = e s L) Jrs L

5.

HEMEJE W L, =/

a) maleje w (—o0;2) i w (2; 00)

b) roénie w (—oc; —8) i w (—8;00)
¢) rognie w (—oo; 1) i w (T;0c),
maleje w (1;4) i w (4 7)

. a) rodnie w (—o0; —2) i w (2; o),

maleje w (—2; 2}
b) rosnie w (—og; 1) i w {2; 00},
maleje w (1;2)

Cdpowiedzi do éwiczen | zadan, str. 264-271

4.14. Ekstrema funkeji

1.

€] 1. a) minimum f(—1) = 0,

maksimum f(1) =4
b) minimum f(2) = —20,
maksimum f(—1)=7

a3 Ay _ 112
¢) minimum f(4) = —=3=,
maksimum f(—1) = ?3

d) minimum f(2) = —12

e) minima f(0) = f(2) =0,
maksimum f(1) = |

f) minimum f(+/3) = —%ﬁ + 6,
maksimum f(—+/3) = -ﬂ—‘ﬁ + 6
g) minimum f(1) = 2,

maksimum f(—1) = -2

h) maksimum f{0) =0

i) minimum f(—1—+/3) = A—ELE
maksimum f{—1+ 5) = %j
a) maksimum f(0) =
ani pochodna funkeji w tym punkeie, ani

0; Nie istnieja

stvezna do wyvkresu w tym punkeie.

b) minima f(—2) = f(2) =0,
maksimum f(0) =4

Pochodna funkeji oraz styezna do wy-
kresu istniejg dla maksimum. ale nie ist-
nieja dla minimdw tej funkcji.

¢) minimum f(1) = 0; Nie istnieja ani po-
chodna funkcji w tym punkcie, ani
styvezna do wykresu w tym punkcie.

a) minimum f{—1) = -5,

maksimum f(3) = 27

b} minimum f(2) = —19,

maksimum f(—-2) = 13

¢) minimum f(2) = —114,
maksimum f(—53) = -il.‘]flf;

d) minima f(-2) = f(2) = —10,
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I 04

ay Hlaloje W | —D0, =4 W (Lheal,
w {3; 00)

b) rosnie w (—oo; —3) i w (—1;00),

rosnie w (—2;0) i

maleje w (—3;—1)

¢) rodnie w (—o0;0) i w (2;20),

maleje w (0; 2)

.a) ke (F00) b) ke (Fix)
c) k€ (—2;00) d) ke {—3;3)

7. a) k € (—oo; —2) b} k€ (—oc;0)

3

Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 271-276

2. a) rosnie w (—oo:0) i w (0: 1),
maleje w (1:2) i w (2; oc),
maksimum f(1) = —4

b) rognie w (—o0;—3) i w (—3;0),
maleje w (0;3) i w (3; 00),
maksimum f(0) = 0

c¢) rosnie w {—9;: —5) i w (=5 —1),
maleje w (—oc; —9) i w (—1;00),
minimum f{—9) = 18,
maksimum f(—1) = 2

d) maleje w 'rT‘z 1>

1w <-“%, "JG)

Y1342, +13-2
3 ' 3 )

(-

rosnie w <

minimum f{— -'fﬂj—}_ L

132 V1342
y= =,

e) rosnie w (—o0; rr-i) i w (3;00),
maleje w {—3; -—\fﬁ}, W {—vﬁ; ﬁj
i w (v3:3), minimum f(3) = 3
maksimum f(-3) = —

f) rosnie w (—oo:d — v’ﬁ}

i w {44+ VB:00),

maksimum f( ¥

maleje w (4 — v6;4) i w (4:4 + 6),

54+ 2v6,
5 — 26

minimum f(4 + v6) =
maksimum f{4 — v6) =
4.a)m=—1 b)ym=3
. a) minimum dla m = —1
b) maksimum dla m = 3
. a) @€ (—o0;0) blae {%;:x:-'}
¢) a € (—oo; —3) U (3; co)
. a) a =5, b= 4, maksimum,
funkcja ma minimum f(7) =19

h} maksimum

. a) najmniejsza: f(0) =

maksimum f(0) =6

e) minimum f(0) = —3

f) minimum f(3) = —161,
maksimum f(—3) = 163
g) minimum f(2) = 4,
maksimum f(—2) = —4
h) minimum f(1) = 3
i) minimum f(1) =4
maksimum f(—-1) = —4

b) najmniejsza: f {%} =1
najwicksza: f(2) = 32

a) najmniejsza: f(1) = —
najwicksza: f(2) =8

b) najmniejsza: f(i} — iﬂ
najwicksza: f(1) = 3

¢) najmniejsza: f(0) = f(2) =0,
najwigksza: f(—2) = 16

d) najmniejsza: f(0) = 0.
najwigksza f(—+v/5) = 2v5 — 4
a) najmniejsza: f(—1) = f(2) = -2,
f(0) =2

b) najmniejsza: f(2) = —
najwicksza: f(3) = 2
fi—=1)=-2,
najwicksza: f(0) = 2

najwicksza: f(3) =

¢) najmniejsza:

d) najmniejsza: f(—2) = —18,
najwicksza: f(4) =

. a) najmniejsza: f(0) = 1,

najwieksza: f(—v2) =4v2 +1

b) najmniejsza: f(—2) = —10.
najwicksza: f(1) = 11

¢) najmniejsza; f(3) = —25,
najwicksza: f(—1)=7

d) najmniejsza; f(—2) = f(2) = —

najwicksza: f(—1)=f(1)=7
'3'!
najwigksza: f(—1) = f(1) =
f(D)=(%:3

b) najmniejsza: f(6) = 12,
najwicksza: f(4) = 16,

(D) = (12: 16}

¢) najmniejsza; f[{;{—,’l = —~'g.
najwicksza: f{l} = F(2) =0,

f(D) = (-%;0)



immnieisza: f(—1) = —2,
4.15. Warto$é najmniejsza i wartosé d) najmniejsza: f(—1)

najwickssa Bankeli najwichsea: f(1) =2,

s f(D) = (-2;2)
[€]1. a) flﬂ:l"‘"'f-‘-]ﬁm: J() =0, e) najmniejsza: f(3) = =,
"ﬂ.IW'fEkﬁ?ja:_ f—b)=4 najwieksza: f(0) = 1,
b) najmniejsza: f(2) = 1, F(D) = (11 1)

najwicksza: f(4) =9 00 !

f) najmniejsza: f(0) = 3,
2. a) najmniejsza: f(2) = —4, najwicksza: f(—1) =1,
najwieksza: f(4) =4 f(D) = (3:1)

Odpowiedzi do céwiczen | zadan, str. 276-279 365 IS

4. p=7 b) i 4§ iXe
5. a) m € (—15;9) e f

b) m € (0:26) P G - 3 T .
6. a) m € (— V32, .:'/’F;:, i G e i A

b) m € (—1; V63)
T. a)me (—1;1)

b) m € (—v2; v/2)

4.16. Zagadnienia optymalizacyjne
1. a) kwadrat o boku 15 em b) 24 cm?

G
y 23 .ﬂ} 37
b) wszystkie krawedzie rowne -l.iﬁ
= &Yy = £o@ o= E oSl & o o® B o o
¢) krawedz podstawy 4, wysokos¢ iﬁ:—- } 1 o R
3. a) 2v/3 cm x 2v/3 om x 2v/3 em G e

b)3emx3cmx3cm
kwadrat o boku 5v2 em
1H em = 20 em

= *-Iﬁ cm, Y = 4\/@ I

20 m x 8 m, sciana z cegly — 8 m

Fr e R W

kraweds podstawy: 4 dim,
wysokosé: 6 dm, koszt: 144 zi
6. (10— 2y7) em

34/
TI ﬁ

8. [0A| =2, |0C| = 16

4.17. Szkicowanie wykresu funkcji
Bl &% 1 1 THERE 7Y
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1. b)

4.18. Zagadnienia uzupelniajace
1. st{u) =st{y)+1
-a) L 1]




& F—-Cio- A, h—B

Zestaw powtdrzeniowy I

|

L]

.a)0 b) —3 ¢)2 d)
2.a)2 b) 3 )2
3.
4

==

. Wity

)4 )2

a) Iin% Slx) =4 b) Granica nie istnieje.
sk

. a) b), f) —¢ ¢),d), e) oc

s TS N

Cdpowiedz do éwiczen | zadan, str, 286-290

d) r = —1 - pionowa obustronna
e) r = 0 - pionowa prawostronna,
# = 1 — plonowa obustronna,
y = ) — pozioma w oo
f) ¥ =0 - pozioma w —o¢
9. a) ciagla b) nieciggla w ap = 2
10. a) tak. @ = —5 b) nie
11. a) =18 b) 0 ¢} -—5% d)3 e) 2 f)

Zestaw powtorzeniowy Il
l.a)a=2 bja=1 c)Ja=10
2.a)oc b)0 ¢) -1 d)0 €)oo f) 2

3. a)y=1
b)y=2a+ 2
¢c) y=—iz
d)yy=32-10
e)y=3x—35
f)y=—-3a+%

4. a)y=Te+ 19, y =Tz — 17
b)y=20— L, y=22+ 2
y=—-a+3z,y=—-a+32

5. a) rodnie w (—oo;—2) i w (1;00),
maleje w {—2; 1)

b) rognie w R

¢) maleje w (—oc;0) i w (0;00)
d) roénie w (—o0; =2} i w (0:00),
maleje w {(—2; —1) i w (—1;0)

e) maleje w (—og; —1),

rognie w {(—1;0) i w (0; 00)

f) roénie w (—oo;—3) i w (3:00),
maleje w (—2:0) i w (0; 3)

6. a) minimum f(—3) = — 33,
maksimum f{—1) = —%
b) minimum f(—2) = —24

15

=

367 .



e ), U] OTHE BLIERE L) U
6. a) oo b)oo ¢) —o0 d) 2 ) 3 f) -2
g} 0 h) —=¢ i) x
7. a) & = 0 - pionowa obustronna.
i = 1 — pozioma w fo0

b) x = —4, r = 4 — pionowe obustronne,

y = 00— pozioma w +oo
¢) & = 2, x = 3 — pionowe obustronne,
Yy = 2 — pozioma w o0

B 508 Odpowiedzi do cwiczen | zadarn, str. 200-283

7. a) najmniejsza: f(v2) = —4v/2,
najwicksza: f(3) =0
b) najmniejsza: f(0) = —4,
najwieksza: f(8) =0
¢) najmniejsza: f(—2) = — 1,
najwieksza: f(2) = -i-
d) najmniejsza: f(l) = 4,
najwieksza: f(3) =6

8. a) P(x) = 242 — 122%, = € (0;2),
x=1,2x6

b) P(x) = 221 — 22, = € (0: 1),

V2 /3y A2

¢} minimum f(—2) = —:},
maksimum f(2) = 3

d) minimum f(0) = —1

e) minimum f(2) =3

f) maksimum f(2) = £

g) minimum f(0) = /2

h) minimum f(—3) = f(3) = J'E
maksimum f(0) = 1

i) maksimum f(0) = V2




H . ! .
s 5 M, L — . — . . . | — i — — E—
i i . -
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L%
- f 3 S

0

Zadania testowe
1.A2ZBICABSDGE.D T.BB A 9. A

Przed maturg z matematyki
na poziomie rozszerzonyin

1. 027 ()
2. 353 (42)
3. 188 (L2)
4. m € {—%;D}

2 ;
P ={ " st neeing
funkcja ciagta, D = (0;4)
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B 570 Odpowiedzi do éwiczen | zadan, str. 203-296

5.1. Srednia arytmetyczna

gu
2,
B

3. a) 3700 zi
4. a) 4544 zl
5. a) 4800 =zl

7.

. a) drednia;

Basia - 2.9, Tomek - 4.0
siedmiu
Ta=0.T5=106,To =26

Jezeli wszystkie liczby zestawu danych
zwiekszymy o stala wartosé. to ich dred-
nia arytmetyvezna rowniez zwiekszy sie
o te wartosc.

. Fa=4, Te = 4.2, Fx 21,00
~a)xi =19 b) 135
. 47

. a) dst — 5 osob, db - 5 os6b

b) dst — 10 os6b

c) dst - 2 osoby, db -~ 8 0s6b

b) 3550 =l

b) 2528 71

b) 6160 z1, 3640 21

e) 2400 zl

20, srednia obcieta: 5,5
b) érednia: 23z, érednia obcigta: 132

grednia: 682,35, Srednia obcieta: 255

8. a) tak, 11 b) nie c) tak. 16
9. a) na 2 sposoby: {3,11}, {6,8}

b) na 4 sposoby: {4,8, 11}, {5, 7,11},
(5,8, 10}, {6,7.10}

5.2. Mediana, skala centylowa i dominanta

1.
2,

3.
4.

a) 3 b) 10,5 ¢) 5.5

a) 555 kg b) 502.5 kg ¢) 540 kg

3,5

Przvktadowa odpowieds:

a) 1, 1. 5, 6, 7, mediana: 5, srednia: 4
Li 1. 2 9 & R wmediarnas ¥ fradrnias A

. :I"

CIIREEEER:
6. najmniejsza: f(2) = —%1

3.

najwicksza: f(—2) = 3
7.

2v/3

e=13 b)e=3lubec=38

A: M = 3.5, nie ma dominanty, T = 3,5
B.M=2D=1%T=27

C: M =5 D=6 %=4%

DeM =35, =8, Pi=4F=35
3 M =35 P1=3, Ds=4,FT=385
Fi M =358, Dy=1, I33=06,FT=35

.a)M=4,D=6,F=3%

B M=08D=1,8=3z

e¢) M = 3,5, nie ma dominanty, T = 3.5

. a) T =452, M =5,

liczba 2: 32, centyl, liczba 7: 88. centyl
b)z=438 M =4, D=2,

liczba 3: 48, centyl

a) 73% b) 8

5.3. Odchylenie standardowe

[G]1.

a)e’ =2 o~141 b)e®=36,0=19

¢) o’ =44, o= 21

« T >T8
s =l o=l

Jezeli wszystkie liczby zestawn danveh
ewiekszyvimy o stala wartosé, to odchyle-
nie standardowe sig nie zmieni.

. dziesiec¢ razy

5 X:o?=50000 212, o~ 223.61 z!

&

Yo = 1050000 =%, o = 1024,7 zl

F = 4, 0" =65, 052,56

a)T=5,8"=0,0=0
T=56°=10=1

) T=5.0"=4,0=2

d) T = 5, ﬁ2=g,ﬂ%|,29

e) T=6,0°=4, o~ 23l

BN = e T3 2 A POE e o~ O



&)

el MRt ST Riken - CRL 0 S an- s n ks Sl s anpn i st R s Sl bl b e s D T

7,0
6. a) 34%

b) 40. centyl: 22%, 90. centyl: 80%
7. a) 50. b) 10%

8. mediana: 43, dominanta: 42

Najczescigj byl kupowany rozmiar 42.

9. a) mediana: 4, dominanta: 3
b) mediana: 3, dominanta: 5

Korelacja
1. okolo 0.85

Inne miary rozrzutu danych

1. a) 13: rozstep 9°C, o = 3°C
14: rozstep 6°C, o = 2,06 C
15: rozstep 9°C, o = 3,08°C
16: rozstep 6°C. o = 2,24°C
b) rozstep: 15°C, o = 3.82°C

3. a) réwne
b}, ¢) mniejsze

4. T= 3.5, o = 1.BT, d = 1,6875

5.4. Srednia wazona

C]1. a) 45 b) 5 ) 5

2. a) 89 h} 4.5

3. a) Basia — 3.6, Kasia — 41,6
b) Asia: Tw =~ 3.8,
Basia: Ty, ~ 4.2,
Kasia: T, = 4

4. a) 320 z1 b) 420 =zt
1. a) 12,5 b) 5.875
2. Marek

3. taka sama

4. a)t=45 b)t="1
5. a) w=7 b)w=
B. a)n=2 bln="7

5.5. Zagadnienia uzupelniajace

1. a) 342 b) 79 ¢) 11

2. 168

3. 440 przed uplvwem 1400 godzin,
30 przed uptywemn 1100 godzin

Zestaw pl}W‘tﬁrZEmﬂw]F I

e B i B e T

il ol

L; el — Lidg &F e 'l'f.lI.-
ot = 166,7 kg*, 0 = 12,9 kg
a)oe= 13 b) 16 c) 30

a) 3 b) tak, jeden uczen

ke 7 TN daa AL

a) & = 30 min, ¢ = 350 min®,
o= 18,71 min b) T = 30 min,
= 33% min®, o = 5,77 min

¢} T=
o 2= 12,60 min

¥ = » e
30 min. o2 = 160 min-,

Odpowiedzi do éwiczen | zadan, str. 288-311

Ha:z=1bh M=1h B=15h;

Hib: #=1,475h, M =15h, D= 1.5 h,
dlaobuklas: T =149 h, M= 1,5h,
B=1h

6. a) 5 b) 12,55

7. A: 5,6 =6, B: 5,

D: 3,8

Zestaw powtarzeniowy 11

 £8

B
a) 6 b) 11

2
3. T=3,85, o= 1,01
4.
5

.ala=14luba=5H

gt =025h% 0 =05h

ble=2,y=4
6. w grupie o 0.25, w klasie o 0.1
7. Nie mozna rozstrzyvenad, ktory lek jest
skuteczniejszy.
Lek X
IKobiety Mezezy#ni Razem
200 300 500
30 120 150
1 5% 40% 30%
Lek Y
Kobiety Mezczyini Razem
400 100 S0
80 5B 125
20% 45% 25%
Zadania testowe
.. 2.4 &€ 4P 5B

Przed obowigzkows matura z matematyki

471



yin, i =4, =24
=20, M=9,D=9
=D, |
10,

Il

M=6. D=8
M=10, Dy =4, D= 16

B -:1! ‘1| B

a) T
b) T

c)
d) T
2. grupa I: 3,5, grupa I1: 4
3. T=36 km, o =~ 7.23 km
4. T = 3500 g, o = 586,66 g

T e G B e
Hi
e
|
b
- ’:.1
=)
o
Il
[
-
4
|
b

B 072 Odpowiedzi do éwiczen i zadan, str. 312-323

Indeks

amplituda 37 efektywna stopa procentowa 191
arcus ekstremum lokalne funkeji 273

cosinus 73 )
figura

osiowosymetryczna 128
srodkowosymetrvezna 131
figury
jednokladne 136
podobne 137
funkecja
ciagla 245, 246
cigela w punkeie 244

cotangens 74
sinus 73
tangens 74

asymptota
pionowa wvkresu funkeji 237
pozioma wykresu funkeji 240
ukosna wykresu funkeji 288

cigg 146
aryvtmetyezny 164-166, 171, 172
geometryczny 175, 176, 178, 179, 181
liceb Catalana 188
liczbowy 147

nieciggla 245

nieciggla w punkeie 244
nieparzysta 29
odwrotna 72

‘ ) okresowa 22

malejacy 155 parzysta 20
niemalejacy 155 pochodna 255, 258-261, 263

e s & s e
nierosngey 155 rézniczkowalna 255

nieskonczony 146 roznowartosciowa 72
ograniczony 213 wewnetrzna 262
ograniczony z gory 213 zewnetrzna 262

rosnacy 153

rozbiezny 198 EHEROH

ciagn 195197, 200, 204, 205
funkeji 226, 227, 229-231, 240, 241

skonezony 148
staty 155

zhiezny 196, 198, 214 iloczynu ciagéw 200
cisoida Dicklesa 230 ilorazu cingow 200

jednostronna funkeji 233, 234
niewladciwa cigeu 198, 204, 206, 207

niewtasciwa funkeji 235

CcOSInuS
kata 10-12. 17, 25, 27, 58, 59, 67
podwojonego kata 55
[}uimﬁ kata 57

R B R S FE Lh - 4

niewlasciwa jednostronna funkeji 235
roznicy ciggow 200



PRAGLRRL ' Bl LWy b
sumy katow 54
cosinusoida 27
cotangens
kata 10-12. 17, 30, 32, 58, 59
podwaojonego kata 56
cotangensoida 32

diugosé wektora 120
dominanta 304

jednokladnosé 136

kapitalizacja odsetek 190
krzywa Gaussa 317

maksimum lokalne funkeji 273

mediana 302

metoda analizy starozyvtnych
rozwiazywania rownan 80

miara lukowa kata 19, 20

minimum lokalne funkeji 273

nominalna stopa procentowa 191

obraz punktu w przesunieciu o wektor 124
odchylenie
przeciegtne 313
standardowe 308
odlegtodc
miedzy prostymi rownoleglymi 93, 94
miedzy punktami w ukladzie
wspOtrzednych 84
punktu od prostej 91
okrag jednostkowy 13
okres
funkeji 22
kapitalizacji 190
podstawowy (zasadniczy) funkeji 22
okregi
przecinajace sie 102
rozlaczne 102
stvczne 102
os symetrii 127, 128

pochodna
funkcji cosinus 261
funkeji cotangens 261
funkcji — wzory 255, 256, 261

sumy ciagow 200
whasciwa ciagu 195, 196

iloczyn
skalarny wektorow 123
wektora przez liczbe 119
iloraz
ciagu geometrycznego 175
roznicowy 251
indukeja matematyvezna 214

Indeks

podciag ciagu 182

pole trojkata w uktadzie
wspolrzednych 95

procent skladany 189

przesuniecie (translacja) o wektor 124

punkt stycznosci okregu i prostej 105

racdian 19, 20
regula trzech sigm 317
rekurencyijne okreslenie ciagu 157
rozklad normalny 317
rozstep 313
rOWnanie
okregu 9695
okregu w postaci kanonicznej 97
okregu w postaci ogolnej 98
rOZNica
clggu arytmetyeznego 164
cosinusow 68
sinusow 68
wektoréw 119

sasiedztwo punktu 227
sieczia
okregu 105
wykresu funkeji 251
silnia 160
SIE
kata 10-12, 17, 25, 26, 58, 59, 67
podwojonego kata 55
polowy kata 57
roznicy katow 54
sumy katdw 54
sinusoida 25
skala
centylowa 303
jednokladnosei 136, 137
podobienstwa 137

373 I



I 74

Iungcl potegowe) Zob
funkeji sinus 261

funkcji stalej 255

funkeji tangens 261

funkeji w punkcie 252, 253
funkeji zlozonej 263
iloczynu funkeji 258
tlorazu funkeji 259
réznicy funkeji 258

sumy funkeji 258

Indeks

suma
poczatkowych wyrazow eiggu
geometryeznego 181
sinusow 638
szeregn geometryeznego 208, 209
wektordw 118
symbol nieoznaczony 2056
svmetralna odeinka 88
symetria
osiowa 127
srodkowa 131
wzgledem osi uktadu wspélrzednych 128
wzgledem poczgtku ukladu
wspdlrzednych 132
SZEreg
geometryezny 208-210
geometryvezny rozbiezny 208
geometryczny zbiezny 208, 209
harmoniczny 212

srednia
aryvtmetyczna 208
obcieta 301
wazona 314

srodek symetrii 131

tangens
kata 10-12, 17, 30, 31, 58, 59
podwojonego kata 56
roznicy katow 56
sumy katdw 56

strofoida 239
styezna
do okregu 105
do wykresu [unkeji 253, 256
Suma
cosinusow  G8
CZeSCIoWA SZeregu
geometrycznego 208
poczatkowych wyrazow ciagu
arvtmetyveznego 171, 172

tangensoida 30
tozsamosé trygonometryczna 49
twierdzenie
o osiaganiu Kresow
(Weierstrassa) 249
O prayjmowaniu wartosci
posrednich 248
o trzech ciagach 202

wariancja 308, 310
warunek
konieczny istnienia ekstremum 273
wystarezajacy istnienia
ekstremum 274
wektor
jednostkowy 122
zerowy 120
wiasnodéé Darboux 248
wilasnosei
funkeji sinus 25
funkeji tangens 31
wspotrzedne Srodka odeinka 87
wyraz ciggn 146
wzory redukeyjne 58, 59
wzor ogdlny
ciagu 149
ciagu arvtmetycznego 164
ciagu geometryeznego 176

zatozenie indukeyvjne 215
zlozenie funkeji 262



Tablice wartosci funkciji trygonometrycznych

12
13°
14"
15°
167
17
18°
19
20°
21"
22°
23"
24"
25"
26°
27
28°
29"
30"
31
32
33"
34"

sin o

0.0000

0,0175
0,0349
0,0523
0,0608
0,0872
0,1045
0,1219
0,1392
0,1564
0,1736
0,1908
0,2079
0,2250
0,2419
0,2588
0,2756
0,2924
0,3000
0,3256
0,3420
0.3584
0,3746
0,3907
0,4067
0,4226
0,4384
0,4540
0,4695
0,4848
0,5000
0,5150
0,5290
0,5446
0,5592

COs Y

11,0000

00,9998
0.9994
00,9986
0,9976
0,9962
00,9945
0,9925
09903
00,9877
00,9848
(0,9816
00,9781
09744
0.9703
0,9659
0,9613
0.9563
0,9511
0.,9455
01,9397
0.9336
0,9272
00,9205
0.9135
0,9063
10,8088
0.8910
0),8820
0.8746
01,8660
0,8572
0),8480
00,8387
0.8290

tga

0,0000

0,0175
0,0349
0.0524
0,0699
0,0875
0,1051
0,1228
0.1405
0,1584
0.1763
00,1944
0,2126
0,2309
0,2493
0,2679
0,2867
0,3057
0.3249
0,3443
0,3640
0,3839
0,4040
0,4245
0,4452
0.4663
0,4877
0.5095
0.5317
0,5543
0,5774
(6009
0.6249
0.6494
0.6715

ctg ox

57.290
28,636
19,081
14,301
11,430
90,5144
58,1443
7.1154
63138
5,6713
5,1446
41,7046
14,3315
41,0108
3,7321
3,4874
3.2709
3.0777
2,9042
2,7475
2.6051
2,4751
2,3559
2,2460
2.1445
2.0503
1,9626
18807
1,8040
1.7321
1.6643
1,6003
1,5399
1.4826

o SN o
45° | 0,707
46° | 0,7193
47 | 0,7314
48° | 0,7431
49° | 00,7547
50°  0,7660
51° | ‘0.Frrl
52° | 0,7880
53° (), TO56
54" | 00,8090
557 | 0,8192
86" | (0,8290
57" 00,8387
587 | 00,8480
59" | 08572
60" | 0,8660
61° | 08746
627 | (0,8829
63" 0,8910
64°  0,R088
65° 00,9063
G 0.9135
67 | 0,9205
68" 0,9272
697 | 0,9336
70" 00,9397
71° | 09455
72° | 0,9511
73 | 09563
74 | 0,9613
i 0, 96549
767 | 0.9703
7 0,9744
78" | 0,9781
Tt (Y9816

COS oy

- 0,7071

0,6947
(1.6320
0,6691
0,6361
(0,6428
(},6293
0,6157
0.6018
0,5878
0,5736
(0,5592
0,5446
(0,5299
0,5150
(0.5000
(,4848
00,4695
(), 4540
(,4384
0,4226
0,4067
0.3907
0,3746
0.3584
(,3420
00,3256
(10,3090
0,2924
0,2756
00,2538
(0,2419
0,2250
(0,2079
0,1908

g o

11,0000

1,0355
1.0724
1,1106
1,1504
1.1918
1,2349
1.2799
1.3270
1,3764
14281
1,4826
1,5399
1,6003
1,6643
1,7321
1.8040
1, 8807
1.9626
2.0503
2,1445
2,2460
2,3559
2.4751
2.6051
2.7475
2.9042
3,0777
3.2709
34874
3.7321
1.0108
14,3315
4.7046
5.1446

Indeks 3756 NN

'Ciig Y
1,0000
0,9657
0,9325
0,900
0.8693
0,8391
0,8008
0.7813
0.7536
0.7265
0,7002
0,6745
0,6494
0,6249
0,6000
0.5774
0,5543
0,5317
0,5005
0,4877
0.4663
0,4452
0,4245
0,4040
0,3839
10,3640
0,3443
0.3249
0.3057
0,2867
0.2679
0,2493
0,2300
0.2126
0,1944



35"
36"
37
38
39"
40°
1
42"
43"
44"

0.5736
0,5878
0,6018
0,6157
0,6293
0,6428
0,6561
0,6601
0,6820
0,6947

0,8192
0,8000
0,7986
0,7880
0,7771
0,7660
0,7547
0,7431
0,7314
0,7193

0,7002
0.7265
07536
0,7813
0,8008
0.8391
0,8693
09004
0,9325
0.9657

1.4281
1.3764
1,3270
1,2799
1,2349
1,1918
11504
1,1106
1,0724
10355

sl

Zggn.

00,9848
0,9877
0,0903
0,0925
0,0045
0,9962
0,9976
0,0986
0,0094
0,9998

0.1736
0,1564
0.1392
0,1219
0,1045
00,0872
0,0698
0.0523
00,0349
0.0175

2,6713
6,3 138
7,1154
8,1443
9,5144
11,430
14.301
19,081
28.636
57,290

0,1763
0,1584
0,1405
0,1228
0,1051
0.0875
0,06099
0.0524
0.0349
0.0175



nowa
Twoje mocne strony MATeMAtyka
era

Podrecznik MATeMALlyka 3 do zakresu podstawowego i rozszerzonego w spojny i przystepny
sposob wprowadza ucznia w zagadnienia matematyczne. Dzigki niemu lekcje w szkole sg
ciekawe, a jednoczesnie pozwala on na efektywng samodzielng nauke w domu.

Czytelny uktad

Przejrzyste wprowadzenia nowych tresci,
przyklady, proste cwiczenia i utozone
———— zgodnie ze wzrastajacym stopniem
trudnosci zadania tworza czytelny

uklad kazdego tematu. Ulatwia to prace
na lekcjach i w domu.
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Pomocne sekcje

Sekcje Warto powtdrzy¢ pomagaja lepiej
przygotowac sie do kolejnych lekcii.

Sekcje Warto wiedzie¢ uzupelniaja i rozszerzaja
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Ciekawe infografiki | Zagadnienia uzupelniajace
urozmaicajg prace na lekcjach i zachecaja
uczniow do samodzielnych poszukiwan.
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WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

Kazdy dziat podrecznika MATeMAtyka 3
konczy sie dwoma zestawami




